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Πεξίιεςε  

 

 ΢ηελ εξγαζία απηή εμεηάδνπκε ηε δηδαζθαιία ηεο επίιπζεο πξνβιεκάησλ 

ζηελ ειιεληθή καζεκαηηθή εθπαίδεπζε, ην νπνίν επαλήιζε γηα πνιινζηή θνξά 

ζην πξνζθήλην κε αθνξκή έλα ζέκα ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ηνπ πεξα-

ζκέλνπ Ηνπλίνπ. Δπηζεκαίλνπκε ηελ θαζνιηθή θαη δηαρξνληθή απνηπρία ησλ 

Διιήλσλ καζεηψλ ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο 

καζεκαηηθέο ηνπο γλψζεηο ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ πνπ αθνξνχλ δεδνκέλα 

ηνπ πξαγκαηηθνχ θφζκνπ θαη απαηηνχλ θάπνηα ζηνηρεηψδε δηαδηθαζία κνληε-

ινπνίεζεο. Τπνζηεξίδνπκε φηη ε απνηπρία απηή, αλεμάξηεηα αλ εθδειψλεηαη 

ζηηο ελδνζρνιηθέο θαη ηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο, είηε θαηά ηε ζπκκεηνρή ησλ 

Διιήλσλ καζεηψλ ζηνλ δηεζλή δηαγσληζκφ PISA, έρεη ηηο ξίδεο ηεο ζε νπζηα-

ζηηθέο αλεπάξθεηεο ηεο θαζηεξσκέλεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ πνπ 

ζπλδένληαη κε δεηήκαηα βαζηθήο θαηάξηηζεο θαη επηκφξθσζεο ησλ δηδαζθφ-

λησλ, αιιά θαη κε ηελ αθαηαιιειφηεηα ηνπ εθπαηδεπηηθνχ πιηθνχ.   

 
 

Δηζαγσγή 
 

 ΢ηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο Μαζεκαηηθψλ Πξνζαλαηνιηζκνχ ηνπ πεξα-

ζκέλνπ Ηνπλίνπ ηέζεθε χζηεξα απφ αξθεηά ρξφληα έλα ζέκα πνπ ζα κπνξνχ-

ζακε, ζχκθσλα κε ηε ζρεηηθή ζεκαηνινγία θαη βηβιηνγξαθία, λα ην ραξαθηε-

ξίζνπκε  σο «πξφβιεκα»: 
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ΘΔΜΑ Γ 
 

 Έρνπκε έλα ζχξκα κήθνπο 8 m, ην νπνίν θφβνπκε ζε δχν ηκήκαηα. Με ην 

έλα απφ απηά, κήθνπο x m, θαηαζθεπάδνπκε ηεηξάγσλν θαη κε ην άιιν θχ-

θιν. 

 Γ1. Να απνδείμεηε φηη ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ δχν ζρεκάησλ ζε 

ηεηξαγσληθά κέηξα, ζπλαξηήζεη ηνπ x, είλαη 

                            

2(π 4)x 64x 256
E(x) ,  x (0,8)

16π

  
   Μνλάδεο 5 

 

 Γ2. Να απνδείμεηε φηη ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ δχν ζρεκάησλ ειαρη-

ζηνπνηείηαη, φηαλ ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ ηζνχηαη κε ηε δηάκεηξν ηνπ 

θχθινπ. 

 Μνλάδεο 10  
 

 Γ3. Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη έλαο κφλν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν κπνξεί λα 

θνπεί ην ζχξκα κήθνπο 8 m, ψζηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ δχν 

ζρεκάησλ λα ηζνχηαη κε 5 m
2
. 

 Μνλάδεο 10 

 

 ΢χκθσλα κε φιεο ηηο ππάξρνπζεο ελδείμεηο, ε δεκηνπξγία ηνπ πξνεγνχ-

κελνπ ζέκαηνο ζηεξίρζεθε ζηελ αθφινπζε άζθεζε ηνπ βηβιίνπ Μαζεκαηηθά 

θαη Σηνηρεία Σηαηηζηηθήο Γ΄ Λπθείνπ (ζ.46, άζθεζε 6 Β΄ Οκάδαο): 

 

 Έλα ζχξκα κήθνπο ι θφβεηαη ζε δχν ηκήκαηα κε ηα νπνία ζρεκαηίδνπκε 

έλαλ θχθιν θαη έλα ηεηξάγσλν αληηζηνίρσο. Να δείμεηε φηη ην άζξνηζκα ησλ 

εκβαδψλ ησλ δχν ζρεκάησλ είλαη ειάρηζην, φηαλ ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ 

είλαη ίζε κε ηε δηάκεηξν ηνπ θχθινπ. 
 

 ΢πγθξίλνληαο ηε δηαηχπσζε ηεο άζθεζεο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ κε εθείλε 

ηνπ ζέκαηνο ησλ εμεηάζεσλ, δηαπηζηψλνπκε εχθνια φηη ε επηηξνπή ζεκαην-

δνηψλ ζεψξεζε ζθφπηκν λα πξνρσξήζεη ζε κηα ζεηξά απφ θαίξηεο παξεκβά-

ζεηο: Δπηιέγεηαη ζπγθεθξηκέλε ηηκή γηα ην κήθνο ηνπ ζχξκαηνο (ι = 8), γίλεηαη 

ζαθήο ππφδεημε γηα ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή (x : ε πεξίκεηξνο ηνπ ηεηξαγψ-

λνπ) θαη απνθαιχπηεηαη ε ηειηθή κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο Δ(x).  

 Όια απηά ηα ζηνηρεία, πνπ ζπληζηνχλ ηε ιεγφκελε «καζεκαηηθνπνίεζε» 

ηνπ πξνβιήκαηνο, εκθαλίζηεθαλ ζην πξψην εξψηεκα κε πξνθαλή ζηφρν λα 

ιεηηνπξγήζνπλ σο «εθαιηήξηα» γηα ηε ιχζε αιιά θαη σο «δεδνκέλα» γηα ηα 
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επφκελα εξσηήκαηα, δηεπθνιχλνληαο ηελ ελαζρφιεζε ησλ εμεηαδφκελσλ κε 

απηά.  

Έηζη ε ζπλζήθε ειαρηζηνπνίεζεο, απφ θεληξηθφ δεηνχκελν ηεο άζθεζεο 

ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ, κεηαηνπίζηεθε ζε δεχηεξν εξψηεκα ηνπ ζέκαηνο ησλ 

εμεηάζεσλ ελψ πξνζηέζεθε θαη έλα ηξίην εξψηεκα, πνπ είλαη νπζηαζηηθά κηα 

θιαζηθή άζθεζε κειέηεο ησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο Δ(x) = 5, «κεηακθηεζκέλε» 

ζηηο πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο πνπ ππνηίζεηαη φηη εθθξάδεη ε αξρηθή δηαηχπσζε. 

 Όιεο απηέο νη παξεκβάζεηο θάλνπλ θαλεξφ φηη ν ραξαθηεξηζκφο «πξαγ-

καηηθφ πξφβιεκα» (πνπ ζα κπνξνχζε ελδερνκέλσο λα απνδνζεί ζηελ άζθεζε 

ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ), δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηηο ηξεηο εξσηήζεηο 

πνπ ζπγθξνηνχλ ην Θέκα Γ ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ηνπ 2018. Απηφ 

αλήθεη ζ‟ έλα ηδηαίηεξν γέλνο: Πξφθεηηαη γηα απζεληηθφ «ζέκα εμεηάζεσλ» ζην 

νπνίν ε πνξεία επίιπζεο πξνδηαγξάθεηαη κε θιηκαθνχκελα εξσηήκαηα πνπ 

εμππεξεηνχλ ηηο πάγηεο αλάγθεο νξζνινγηθήο αμηνιφγεζεο θαη θαηάηαμεο ησλ 

ππνςεθίσλ ζηηο δηάθνξεο βαζκνινγηθέο θιάζεηο.     

 Σα απνηειέζκαηα ηεο αμηνιφγεζεο ησλ γξαπηψλ ζηα Βαζκνινγηθά 

Κέληξα δείρλνπλ βέβαηα φηη ε θαηάηαμε απηή δελ ήηαλ θαζφινπ νξζνινγηθή 

φζνλ αθνξά ηηο επηδφζεηο ησλ ππνςεθίσλ ζην Θέκα Γ, ηδηαίηεξα αλ ζεσξή-

ζνπκε φηη απηέο αληαλαθινχλ ην επίπεδν ηεο δηδαζθαιίαο πνπ έρεη πξνεγεζεί. 

Σα πνζνζηά ησλ γξαπηψλ πνπ βαζκνινγήζεθαλ κε απφιπην κεδέλ ζε θάζε 

έλα απφ ηα ηξία εξσηήκαηα, ζε δχν κεγάια Βαζκνινγηθά Κέληξα είλαη απνθα-

ιππηηθά (βι. ζηα [1] θαη [2]): 

 

Βαζκνινγηθό Κέληξν Δξώηεκα Γ1 Δξώηεκα Γ2 Δξώηεκα Γ3 

31
ν
 Β.Κ. Αζήλαο 68,1% 64,7% 77% 

53
ν
 Β.Κ. Θεζζαινλίθεο 63,95% 59,55% 70,09% 

   

 Αληίζηνηρε είλαη βέβαηα θαη ε εηθφλα πνπ απνθαιχπηεη ε θαηαλνκή ηεο 

ζπλνιηθήο επίδνζεο ζηηο δηάθνξεο βαζκνινγηθέο θιάζεηο γηα ην Θέκα Γ: 
   

Βαζκνινγηθό Κέληξν [0, 4] [5, 9] [10, 14] [15, 19] [20, 25] 

31
ν
 Β.Κ. Αηηηθήο 63,84% 10,10% 6,51% 8,9% 10,64% 

53
ν
 Β.Κ. Θεζζαινλίθεο 70,82% 9,45% 6,20% 5,53% 8,01% 

 

 Σα πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο κεγάιεο απνηπρίαο ησλ ππνςεθίσλ λα 

αληηκεησπίζνπλ ην «πξφβιεκα» πνπ ηέζεθε ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο απφ-
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θαιχπηνπλ ηελ επίδξαζε πνιιψλ παξαγφλησλ, νη νπνίνη ζπγθιίλνπλ φκσο ζηε 

δξακαηηθή αλεπάξθεηα ηεο δηδαζθαιίαο φζνλ αθνξά ηηο δηαδηθαζίεο επίιπζεο 

πξνβιήκαηνο ζηελ Διιεληθή καζεκαηηθή εθπαίδεπζε (βι. ζηα [3] θαη [4]).   

 Ζ ππφδεημε ησλ ζεκαηνδνηψλ λα ρξεζηκνπνηεζεί ε αλεμάξηεηε κεηαβιε-

ηή x γηα ηελ πεξίκεηξν ηνπ ηεηξαγψλνπ δελ πξνζέθεξε θακηά βνήζεηα ζε εθεί-

λνπο ηνπ ππνςήθηνπο πνπ δελ ήηαλ ζε ζέζε λα αμηνπνηήζνπλ ηηο ζρέζεηο  

x = 4α    θαη     8 – x = 2πR 

γηα λα πξνδηνξίζνπλ ηελ πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ θαη ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ.  

 Παξά ην γεγνλφο φηη ε δηδαζθαιία ησλ ζρεηηθψλ γλψζεσλ αξρίδεη απφ ην 

Γεκνηηθφ ζρνιείν, ηα δεδνκέλα ηεο αμηνιφγεζεο ησλ γξαπηψλ δείρλνπλ φηη 

έλαο κεγάινο αξηζκφο απνθνίησλ ηεο Γ΄ Λπθείνπ δελ θαηφξζσζε λα πξνζδην-

ξίδεη ηνλ ηχπν ηεο ζπλάξηεζεο Δ(x) ζην εξψηεκα Γ1. Απηφ νθείιεηαη είηε ζε 

απφιπηε γλσζηηθή αλεπάξθεηα (πνιινί ρξεζηκνπνίεζαλ ην x σο πιεπξά αληί 

γηα πεξίκεηξν ηνπ ηεηξαγψλνπ…) είηε, θπξίσο, ζε αδπλακία νξζήο εθηέιεζεο 

ησλ ζρεηηθψλ αιγεβξηθψλ πξάμεσλ. 

 Ζ κειέηε ηεο (γλσζηήο απφ ην Γ1) ζπλάξηεζεο E(x) ζην εξψηεκα Γ2, κε 

ππνινγηζκφ ηεο παξαγψγνπ θαη θαηαζθεπή ηνπ αληίζηνηρνπ πίλαθα κεηαβν-

ιψλ, είρε θάπνηα ζρεηηθή επηηπρία (αθφκε θαη απφ εθείλνπο πνπ δελ είραλ 

θαηαθέξεη λα πξνζδηνξίζνπλ ηνλ ηχπν ηεο ζπλάξηεζεο). Καηαγξάθεθαλ φκσο 

αξθεηέο πεξηπηψζεηο ιαλζαζκέλεο παξαγψγηζεο, π.ρ. απφ ππνςεθίνπο πνπ 

έθαλαλ ρξήζε ηνπ θαλφλα πειίθνπ, ελψ νη πεξηζζφηεξνη αληηκεηψπηζαλ κεγά-

ιε δπζθνιία φηαλ επηρείξεζαλ λα κεηαθέξνπλ ηα απνηειέζκαηα ηεο κειέηεο 

ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή λα απνδείμνπλ φηη ζηελ πεξίπησζε 

ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηζρχεη ε δεηνχκελε ηζφηεηα ηεο πιεπξάο ηνπ ηεηξαγψλνπ 

κε ηε δηάκεηξν ηνπ θχθινπ. 

 Ζ γεληθή απνηπρία ζην εξψηεκα Γ3 νθείιεηαη θπξίσο ζηελ αδπλακία ησλ 

πεξηζζφηεξσλ ππνςεθίσλ λα ζπλδέζνπλ ην δεηνχκελν κε ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο 

ζπλάξηεζεο Δ(x), δειαδή λα αμηνπνηήζνπλ ηε κειέηε πνπ είρε γίλεη ζην δεχ-

ηεξν εξψηεκα. Αξθεηνί ππνςήθηνη πνπ επηρείξεζαλ λα πξνζδηνξίζνπλ ην 

ζχλνιν ηηκψλ απέηπραλ λα εθηειέζνπλ νξζά ηηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο πνπ απαη-

ηνχληαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ νιηθνχ ειάρηζηνπ, ελψ κηα άιιε θαηεγνξία 

εθηέιεζε ην κεηαζρεκαηηζκφ 
 

2
2(π 4)x 64x 256

E(x) 5 5 (π 4)x 64x 256 80π 0,
16π

  
          
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έθαλε εηζαγσγή ηεο βνεζεηηθήο ζπλάξηεζεο 
 

2h(x) (π 4)x 64x 256 80π      
 

θαη άξρηζε λα κειεηά ηελ χπαξμε θαη ην πιήζνο ησλ ξηδψλ απηνχ ηνπ δεπηεξν-

βάζκηνπ ηξησλχκνπ κε ρξήζε ησλ ζεσξεκάησλ Bolzano ή Rolle! 

 ΢ε ζρέζε κε απηφ ην δήηεκα πξέπεη λα αλαθέξνπκε επίζεο φηη ζε θαλέλα 

γξαπηφ δελ δηαπηζηψζεθε θάπνηα αμηφινγε πξνζπάζεηα λα ζπλδεζεί ε κειέηε 

ηεο ζπλάξηεζεο 

2(π 4)x 64x 256
E(x) ,  x (0,8)

16π

  
   

 

κε ηε ζεσξία ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = αx
2
 +βx + γ  πνπ δηδάζθεηαη ζηελ Α΄ θαη 

Β΄ Λπθείνπ. 

 Όια ηα πξνεγνχκελα, εθηφο απφ ηηο πξνθαλείο γλσζηηθέο αλεπάξθεηεο, 

απνθαιχπηνπλ κεγάιε άγλνηα ζηνηρεησδψλ θαλφλσλ πνπ ζπλδένληαη κε ηηο 

δηαδηθαζίεο επίιπζεο καζεκαηηθνχ πξνβιήκαηνο. Απηφ ην δήηεκα βέβαηα δελ 

είλαη θαζφινπ άγλσζην ζε φζνπο αζρνινχληαη κε ηα πξνβιήκαηα ηεο Διιελη-

θήο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο, ηδηαίηεξα κε ηηο επηδφζεηο ησλ Διιήλσλ καζε-

ηψλ ηεο Α΄ Λπθείνπ πνπ ζπκκεηέρνπλ αλά δηεηία ζηε δηεζλή αμηνιφγεζε ηνπ 

πξνγξάκκαηνο PISA. Δδψ φκσο πξφθεηηαη γηα απνθνίηνπο ηεο Γ΄ Λπθείνπ, πνπ 

ζπκκεηέρνπλ ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο χζηεξα απφ εληαηηθή πξνεηνηκαζία 

θαη έρνληαο πνιιαπιά θίλεηξα δηάθξηζεο. Δθηφο απηνχ, αληηκεηψπηδαλ έλα 

«πξφβιεκα» πνπ είρε φιεο ηηο θιαζηθέο πξνδηαγξαθέο ησλ ζεκάησλ ησλ 

παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ θαη φρη έλα «αλνηθηφ» πξφβιεκα ζηα πξφηππα ησλ 

ζεκάησλ ηνπ PISA, φπσο π.ρ. ην επφκελν: 
 

 Ζ ηερληθή ππεξεζία ελφο Γήκνπ απνθάζηζε λα θαηαζθεπάζεη έλα ηεηξάγσλν 

θαη έλα θπθιηθφ παξηέξη κε ινπινχδηα ζε έλα κηθξφ θνηλφρξεζην ρψξν. Σν 

πιηθφ πεξίθξαμεο πνπ δηαζέηεη ζηελ απνζήθε ηεο είλαη 80 μχιηλνη πάζζαινη 

πιάηνπο 10 cm ν θαζέλαο. Πφζνη πάζζαινη πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζην 

ηεηξάγσλν θαη πφζνη ζην θπθιηθφ παξηέξη, ψζηε ν ρψξνο πνπ θαηαιακβά-

λνπλ θαη ηα δχν καδί ζην νηθφπεδν λα είλαη ν κηθξφηεξνο δπλαηφο; 
 

 Σν πξνεγνχκελν είλαη πξνθαλψο κηα δηαθνξεηηθή παξαιιαγή ηεο άζθε-

ζεο ηνπ βηβιίνπ Μαζεκαηηθψλ Γεληθήο Παηδείαο ηεο Γ΄ Λπθείνπ, απφ ηελ 

νπνία πξνήιζε ην Θέκα Γ ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ηνπ 2018, θαη ην πα-
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ξαζέζακε γηα λα δείμνπκε ην εχξνο ησλ επηινγψλ κε ηηο νπνίεο βξίζθεηαη αληη-

κέησπε ε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ φηαλ πξφθεηηαη λα αζρνιεζεί ζπζηε-

καηηθά κε ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. 

 Δίλαη πξνθαλέο φηη ρξεηάδνληαη ιηγφηεξεο αζθήζεηο πνπ αλαθπθιψλνπλ 

ηε ρξήζε ησλ Μαζεκαηηθψλ κέζα ζηα ίδηα ηα Μαζεκαηηθά. Αληηζέησο, ρξεηά-

δεηαη λα εληαρζνχλ ζηε δηδαζθαιία καζεκαηηθά πξνβιήκαηα πνπ ζπλδένληαη 

κε βησκαηηθέο θαηαζηάζεηο, πνπ νδεγνχλ ζε δηεξεπλήζεηο θαη γεληθεχζεηο, πνπ 

αλαδεηθλχνπλ ηε ζεκαζία νξηζκέλσλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, ζηηο νπνίεο νη κα-

ζεηέο αληηκεησπίδνπλ πξνβιήκαηα θαηαλφεζεο θαη παξαλνήζεηο, θαη ηαπηφ-

ρξνλα κε ην ελδηαθέξνλ πεξηερφκελφ ηνπο πξνθαινχλ έλα επράξηζην θαη δεκη-

νπξγηθφ πεξηβάιινλ ζηε ηάμε ησλ καζεκαηηθψλ  θαη θαιιηεξγνχλ ηελ θξηηηθή 

ζθέςε ησλ καζεηψλ.   

΢ε απηνχο ηνπο ζηφρνπο δελ αληαπνθξίλνληαη αζθήζεηο κε «επηθάιπςε 

πξνβιήκαηνο», φπσο ην Θέκα Γ πνπ θαηαζθεπάζηεθε ηελ πξνεγνχκελε λχρηα 

ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ή ηα αιήζηνπ κλήκεο δήζελ «ξεαιηζηηθά πξν-

βιήκαηα» ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ηεο εθπαηδεπηηθήο κεηαξξχζκηζεο 

(1998-2003), θαζψο θαη ηα πξνβιήκαηα ησλ βηβιίσλ ηεο Σερλνινγηθήο εθπαί-

δεπζεο, πνπ πεξηγξάθνληαη ζηα [5], [6] θαη [7].
1
  

 Γηα ην ιφγν απηφ ζα επηρεηξήζνπκε ζηελ επφκελε ελφηεηα κηα καζεκα-

ηηθή θαη δηδαθηηθή αλάιπζε ζρεηηθψλ πξνβιεκάησλ, κε ζηφρν λα εληνπίζνπκε 

ηηο πξνδηαγξαθέο εθείλσλ πνπ εμππεξεηνχλ κε ην βέιηηζην ηξφπν ηνπο ζηφρνπο 

ηεο δηδαζθαιίαο. 

 

 

Τπάξρνπλ ξεαιηζηηθά πξνβιήκαηα ζηα ζρνιηθά βηβιία; 

  

Δίλαη εχινγν λα αλαδεηήζνπκε αξρηθά ηέηνηα θαηάιιεια πξνβιήκαηα ζηα 

ππάξρνληα ζρνιηθά βηβιία, ζην Αλαιπηηθφ Πξφγξακκα ΢πνπδψλ θαη ζηηο νδε-

γίεο δηδαζθαιίαο. Σα βηβιία καζεκαηηθψλ ηνπ Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ έ-

ρνπλ εκπινπηηζηεί κε πνιιέο αζθήζεηο ζηηο νπνίεο έρεη πξνζαξκνζηεί ζηελ 

εθθψλεζε κηα δηαηχπσζε πνπ παξαπέκπεη ζε κηα ξεαιηζηηθή θαηάζηαζε. 

Γηα παξάδεηγκα, ην βηβιίν Άιγεβξαο ηεο Β΄ Λπθείνπ έρεη 45 πξνβιήκαηα 

ζε ζχλνιν 423 ιπκέλσλ παξαδεηγκάησλ θαη πξνηεηλφκελσλ αζθήζεσλ, δεια-

                                                           
1
  ΢ην [7] δείηε ζηα θεθάιαηα 5 θαη 6, ζζ. 87-120. 
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δή πεξίπνπ ην 11% ηνπ ζπλφινπ ησλ αζθήζεψλ ηνπ. Αλάκεζα ζ‟ απηά ππάξ-

ρνπλ αξθεηά αμηφινγα πξνβιήκαηα, πνπ έρνπλ δηδαθηηθή αμία, εηδηθά ζην θε-

θάιαην ηεο Σξηγσλνκεηξίαο. Έλα ηέηνην παξάδεηγκα είλαη ην επφκελν πξφβιε-

κα.
2
 

 

 
 

Δηθόλα 1. Άζθεζε 13,Γεληθέο αζθήζεηο Κεθ. 3,   

Άιγεβξα Β΄ Γεληθνύ Λπθείνπ 
 

 Δδψ παξαηεξνχκε φηη δίλνληαη ζε ππφδεημε ηα πξνηεηλφκελα βήκαηα, 

αθνινπζψληαο έηζη ηελ πξαθηηθή ησλ ζεκάησλ γεληθψλ εμεηάζεσλ. Γπζηπρψο 

ην ζέκα απηφ είλαη «κε επηιέμηκν» κε ην ππάξρνλ αλαιπηηθφ πξφγξακκα, αθνχ 

ε ζπλάξηεζε  f x αεκx βζπλx   είλαη εθηφο δηδαθηέαο χιεο. Αλαδεηθλχεηαη 

έηζη έλα ζνβαξφ πξφβιεκα: ν δηαξθήο πεξηνξηζκφο ηεο χιεο ζηα «απνιχησο 

απαξαίηεηα», πνπ ζηεξεί απφ ηνπο καζεηέο ζεκαληηθά εξγαιεία ζηε δηαδηθα-

ζία ηεο κνληεινπνίεζεο. Πξάγκαηη, νη πεξηθνπέο ηεο δηδαθηέαο χιεο πιήηηνπλ 

πεξηζζφηεξν ηα ζέκαηα εθείλα πνπ ζα κπνξνχζαλ λα κεηαηξαπνχλ ζε εξεπλε-

ηηθέο δξαζηεξηφηεηεο, εθφζνλ ηνχο ζηεξεί ηελ επειημία ρξήζεο πνιιαπιψλ 

πξνζεγγίζεσλ ησλ ζεκάησλ απηψλ. Πάλησο, αλ ην ζέκα απηφ κεηαθεξζεί ζηε 

Γ΄ Λπθείνπ, δίρσο ηελ αλαγθαζηηθή πνξεία πνπ ραξάζεη ε ππφδεημε, κπνξεί λα 

απνηειέζεη έλα φκνξθν ζέκα, φπνπ κπνξνχλ λα δνζνχλ δηαθνξεηηθέο πνξείεο 

ζηε κνληεινπνίεζή ηνπ ζε καζεκαηηθφ πξφβιεκα.  

                                                           
2
  ΢ην [8], ζζ.123-124 
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 Δπίζεο ελδηαθέξνλ πξφβιεκα είλαη ην επφκελν
3
, ζην νπνίν κπνξνχλ λα 

δνζνχλ πξνεθηάζεηο θαη γεληθεχζεηο, πνπ κπνξνχλ λα θηάζνπλ σο ην «ηζνπεξη-

κεηξηθφ πξφβιεκα».
4
  

 

 
 

Δηθόλα 2. Άζθεζε12, Β΄ νκάδαο, §2.7, 

 Μαζεκαηηθώλ Γ΄ Γεληθνύ Λπθείνπ 
 

Αληηζέησο, ζε άιια πξνβιήκαηα έρνπλ πξνζαξκνζηεί θάπνηεο ηερλεηά θα-

ηαζθεπαζκέλεο εμηζψζεηο ζε έλα θαηλνκεληθά ξεαιηζηηθφ ζελάξην, πνπ φκσο 

νχηε ηαηξηάδεη, νχηε πξνζθέξεη θάηη ζηε δηαδηθαζία ηεο καζεκαηηθνπνίεζεο. 

Γηα παξάδεηγκα ζηελ επφκελε άζθεζε δίλεηαη ν ηχπνο πνπ δίλεη ηε ζπγθέ-

ληξσζε κηαο ρεκηθήο νπζίαο ζην αίκα, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ πνπ πέξαζε απφ 

κηα έλεζε.
5
 

 

 
 

Δηθόλα 3. Άζθεζε 7, Β΄ Οκάδαο, §4.3,   

Άιγεβξα Β΄ Γεληθνύ Λπθείνπ 

 

Ζ ζπλάξηεζε μεθηλά, ζσζηά, απφ ηελ ηηκή c(0) = 0, θηάλεη ζε έλα κεγη-

ζην θαη θαηφπηλ θζίλεη, εθφζνλ ε επίδξαζε ηνπ θαξκάθνπ εμαζζελεί. Καηφπηλ 
                                                           
3
  ΢ην [9], ζ. 153. 

4
  Πεξηζζφηεξα γηα ηηο γεληθεχζεηο θαη πξνεθηάζεηο ηνπ ζέκαηνο ζην [10], ζζ. 240-247 θαη 

ζηελ εθεί πξνηεηλφκελε βηβιηνγξαθία. 
5
  ΢ην [8], ζ. 148. 
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δίλεηαη ε ζπλζήθε γηα ηελ νπνία ε ζπγθέληξσζε είλαη κέγηζηε θαη δεηείηαη 

απιψο ε επίιπζή ηεο. Με απηήλ ηε δηαηχπσζε γελληέηαη  ζηνπο καζεηέο ηεο Β΄ 

Λπθείνπ ε απνξία πψο πξνέθπςε ε εμίζσζε, αθνχ δελ γλσξίδνπλ ηε δηαδηθα-

ζία ηεο παξαγψγηζεο, νχηε ηηο εθαξκνγέο ησλ παξαγψγσλ. Οη καζεηέο ηεο ζε-

ηηθήο θαηεχζπλζεο ζα δηδαρζνχλ ηελ επφκελε ρξνληά ηε κειέηε κνλνηνλίαο θαη 

ησλ αθξνηάησλ κέζσ ηνπ πξνζήκνπ ηεο παξαγψγνπ ηεο ζπλάξηεζεο, νπφηε ζα 

κπνξνχζαλ λα ιχζνπλ ηελ άζθεζε, δίρσο λα δίλεηαη έηνηκε ε εμίζσζε.  

Πέξα απ‟ απηφ, φκσο, πνηνο κάο εμαζθαιίδεη φηη φλησο παξνπζηάδεη κεγη-

ζην, φηαλ ην t επαιεζεχεη απηήλ ηελ εμίζσζε, αθνχ δελ δεηείηαη ην πξφζεκν 

ηεο παξαγψγνπ, αιιά δίλεηαη έηνηκε ε ζπλζήθε ηεο ππάξμεο κεγίζηνπ. 

Πξάγκαηη, παξαηεξήζηε φηη είλαη ιάζνο ε ζπλζήθε. Παξαγσγίδνληαο ηε 

ζπλάξηεζε θαη κειεηψληαο ην πξφζεκν ηεο παξαγψγνπ, πξνθχπηεη ε αιεζηλή 

εμίζσζε 
4 33t 2t 300t 50 0    , 

 

πνπ έρεη κνλαδηθή ζεηηθή ξίδα πεξίπνπ t = 4,5 ψξεο. 

Δδψ, απινχζηαηα, έγξαςαλ 200 αληί 50 γηα λα γίλεη πην «βνιηθή» ε επί-

ιπζε ηεο εμίζσζεο κε παξαγνληνπνίεζε 

  4 3 3 33t 2t 300t 200 0 3t 2 t 100 0 t 100 h           

Ση πξνζθέξεη κηα ηέηνηα άζθεζε ζηε δηαδηθαζία ηεο καζεκαηηθνπνίεζεο; 

Ννκίδνπκε ηίπνηα! 
 

Έλα αθφκα παξάδεηγκα απφ ηελ ίδηα ελφηεηα:
6
 

 

 
 

Δηθόλα 4. Άζθεζε 9, Β΄ Οκάδαο, §4.3,   

Άιγεβξα Β΄ Γεληθνύ Λπθείνπ 

                                                           
6
  ΢ην [8], ζ. 149. 
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Αο παξαβιέςνπκε ην παξάμελν ζελάξην ηεο άζθεζεο: Γηαηί άξαγε λα ξπ-

κνπιθήζεη θάπνηνο έλα παγφβνπλν θαη λα ην αθήζεη λα ιηψζεη ζηνλ σθεαλφ; 

Δπίζεο, αο κελ ζρνιηάζνπκε φηη δελ δίλνληαη νη κνλάδεο ηνπ φγθνπ, φπσο 

φθεηιε λα θάλεη έλα ξεαιηζηηθφ ζελάξην. Δχθνια βξίζθνπκε, αλ θαη δελ δεηεί-

ηαη φηη ηε ζηηγκή ηεο απνθφιιεζεο ν φγθνο ηνπ είλαη πεξίπνπ 1.047.000 κνλά-

δεο αο πνχκε θπβηθά κέηξα. Λχλνληαο ηε «βνιηθή» εμίζσζε βξίζθνπκε φηη ζα 

κεδεληζηεί ζε 20 κέξεο.  

Αλ, φκσο, είκαζηε ιίγν παξαηεξεηηθνί, ζα δηαπηζηψζνπκε φηη κέρξη ηηο 

ηξεηο θαη θάηη πξψηεο κέξεο ην παγφβνπλν ιηψλεη. Καηφπηλ μαθληθά αλαθηά 

ηνλ φγθν ηνπ κέρξη ηε δέθαηε κέξα, νπφηε θαη μαλαθηάλεη ζηνλ αξρηθφ φγθν 

θαη κεηά ιηψλεη κέρξη ηε κνηξαία εηθνζηή κέξα. Μάιηζηα ην ιηψζηκν ζα γίλεη 

κε ξαγδαίν ξπζκφ, αλ παξαηεξήζνπκε ηελ παξάγσγφ ή ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο ζπλάξηεζεο.  
 

 
 

΢ρήκα 1. Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  

ζε θιίκαθα  y:x = 20.000:1 
 

 Δίλαη πξνθαλέο φηη ην ζελάξην είλαη ηπραία θαηαζθεπαζκέλν, φπσο θαη ε 

ζπλάξηεζε, πνπ δελ ηαηξηάδεη ζην θαηλφκελν, εθφζνλ δελ είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα, φπσο ζα ήηαλ ην θπζηνινγηθφ.  
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 Ζ επηινγή, ηξνπνπνίεζε θαη αμηνπνίεζε ησλ θαηάιιεισλ δηδαθηηθά πξν-

βιεκάησλ απφ ηα ππάξρνληα ζηα ζρνιηθά βηβιία είλαη, γηα ηελ ψξα, κηα ππφ-

ζεζε πνπ έρεη αθεζεί απνθιεηζηηθά ζηηο γλψζεηο, ζηε θηινηηκία, ηε δηάζεζε 

θαη ην κεξάθη ησλ δηδαζθφλησλ.  

 

 

Ρεαιηζηηθά Πξνβιήκαηα ζην Α.Π.΢ (Αλαιπηηθό Πξόγξακκα ΢πνπδώλ) ησλ 

Μαζεκαηηθώλ Λπθείνπ ηνπ 2015. 

 

΢ηελ εηζαγσγή ησλ νδεγηψλ δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ Λπθείνπ ηνπ 

2015 αλαθέξεηαη:
7
   

 

 Ζ ηθαλφηεηα επίιπζεο καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ εκπεξηέρεη ηελ ηθαλφηεηα 

επέιηθηεο δηαρείξηζεο κηαο βάζεο γλψζεσλ (ζηξαηεγηθή ηθαλφηεηα), ηελ ηθαλφ-

ηεηα γηα ζπζηεκαηηθή αλαδήηεζε (επξεηηθή ηθαλφηεηα) θαη κεηαγλσζηηθέο δε-

μηφηεηεο. 

 Ζ επίιπζε πξνβιήκαηνο ζπλδέεηαη κε ηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ κε 

ηξεηο ηξφπνπο: 

 α) Μπνξνχκε λα δηδάμνπκε ζπγθεθξηκέλεο ζηξαηεγηθέο επίιπζεο καζεκαηηθψλ 

πξνβιεκάησλ, αλεμαξηήησο πεξηερνκέλσλ (teaching about problem solving). 

 β) Μπνξνχκε λα δηδάμνπκε Μαζεκαηηθά κε ζηφρν ηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ 

λα επηιχνπλ πξνβιήκαηα (teaching for problem solving). 

 γ) Μπνξνχκε λα δηδάμνπκε Μαζεκαηηθά κέζσ επίιπζεο πξνβιεκάησλ 

(teaching via problem solving). 
 

 Θα παξαβιέςνπκε πξνο ζηηγκήλ ην γεγνλφο φηη φια απηά ηα ζεσξεηηθά 

πξνιεγφκελα ηνπ Αλαιπηηθνχ Πξνγξάκκαηνο ΢πνπδψλ απαηηνχλ απφ ηνπο 

δηδάζθνληεο εηδηθέο ζεσξεηηθέο θαη πξαθηηθέο γλψζεηο, θαη ζα πεξηνξηζηνχκε 

ζην εθπαηδεπηηθφ πιηθφ. Αλ εμεηάζνπκε ηνλ ηξφπν πνπ πινπνηνχληαη ή έζησ 

ππνζηεξίδνληαη κε ηηο πξνηεηλφκελεο ελδεηθηηθέο δξαζηεξηφηεηεο πνπ ζπλν-

δεχνπλ ην πξφγξακκα θαη ηνπο ζηφρνπο θάζε ηάμεο, θαζψο θαη ηηο αλαιπηηθέο 

νδεγίεο δηδαζθαιίαο, ζα δηαπηζηψζνπκε φηη πνιιά απφ ηα πξνηεηλφκελα πξν-

βιήκαηα δελ αληαπνθξίλνληαη ζε απηνχο ηνπο ζηφρνπο. Φαίλνληαη θαηαζθεπα-

ζκέλα βηαζηηθά, δίρσο λα έρνπλ δνθηκαζηεί ζε πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο ζηελ ηά-

με, φπσο ζα έπξεπε.  

                                                           
7
  ΢ην [11], ζ.1949. 
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 ΢ηηο νδεγίεο δηδαζθαιίαο ηεο Α΄ ηάμεο ηνπ Λπθείνπ πξνηείλεηαη ε εμήο 

ελδεηθηηθή δξαζηεξηφηεηα:
8
 

 

 

 Έλαο κεηεσξνιφγνο δεκηνχξγεζε ηελ δη-

πιαλή παξαβνιή γηα λα παξνπζηάζεη ηε 

ζεξκνθξαζία κηαο πφιεο κηα ζπγθεθξη-

κέλε εκέξα ηνπ έηνπο, φπνπ ην x είλαη ν 

αξηζκφο σξψλ κεηά ηα κεζάλπρηα θαη ην y 

είλαη ε ζεξκνθξαζία (ζε βαζκνχο Κει-

ζίνπ). 

 

α)  Βξείηε ηε ζπλάξηεζε f  πνπ  αληηζηνηρεί ζηελ παξαπάλσ γξαθηθή πα-

ξάζηαζε. 

β)  Πνηα είλαη ε πην θξχα ζεξκνθξαζία ηελ εκέξα εθείλε; 
 

Ζ δξαζηεξηφηεηα είλαη πξφρεηξα θηηαγκέλε. Δίλαη ιάζνο ε δηάηαμε ησλ 

αμφλσλ. ΢ηνλ νξηδφληην πξέπεη λα έρνπκε ην ρξφλν ζε ψξεο θαη ζηνλ θαηαθφ-

ξπθν ηε ζεξκνθξαζία. Απηφ, αο πνχκε φηη είλαη ηππνγξαθηθφ ιάζνο θαη δηνξ-

ζψλεηαη. Όκσο νη ηηκέο θαίλεηαη φηη είλαη ηπραία βαικέλεο. ΢ηηο 12 ηα κεζά-

λπρηα ε ζεξκνθξαζία είλαη 10°. Καηφπηλ κεηψλεηαη δηαξθψο κέρξη ηηο 3 ην κε-

ζεκέξη (!), πνπ θηάλεη ηνπο –10 θαη κεηά, ελψ λπρηψλεη, απμάλεη, κέρξη ηνπο 0° 

ηα επφκελα κεζάλπρηα.  

Βέβαηα, ε ζεξκνθξαζία ελφο ηφπνπ δελ κπνξεί λα αθνινπζεί θακπχιε κε 

εμίζσζε παξαβνιήο! Αλ ηα δεδνκέλα ήηαλ πξαγκαηηθά, ζα φθεηιαλ λα ζπλερί-

ζνπλ λα αθνινπζνχλ ηελ θακπχιε ηεο παξαβνιήο, πνπ είλαη γλεζίσο αχμνπζα, 

δεμηά ηεο ειάρηζηεο ηηκήο ηεο, νπφηε ε ζεξκνθξαζία ζα απμάλεη δηαξθψο! Πν-

ιχ πην ξεαιηζηηθφ ζα ήηαλ έλα ζρήκα πεξηνδηθήο ζπλάξηεζεο κε πεξίνδν 24 σ-

ξψλ, κε κνξθή πεξίπνπ εκηηνλνεηδνχο ζπλάξηεζεο. 
 

Δπίζεο, ζηηο νδεγίεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ Α΄ Λπθείνπ ηνπ 

2018 πξνηείλεηαη λα δνζεί πξνηεξαηφηεηα ζηε κνληεινπνίεζε πξνβιεκάησλ 

κε ρξήζε αληζψζεσλ 1νπ βαζκνχ, θαη δίλεηαη κηα ελδεηθηηθή «δξαζηεξηφ-

ηεηα»:
9
 

 

                                                           
8
  ΢ην [12], ζ.14 

9
  ΢ην [12], ζ. 8. 
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 Ζ Δηξήλε παξαηεξεί φηη θάζε θνξά πνπ ν ζθχινο ηεο γαβγίδεη ηε λχρηα 

μππλάεη θαη ράλεη 15 ιεπηά χπλνπ. Σν πξνεγνχκελν βξάδπ θνηκήζεθε ιηγφ-

ηεξν απφ 5 ψξεο, ελψ ζπλήζσο (αλ δελ γαβγίζεη ν ζθχινο) θνηκάηαη 8 ψξεο 

ην βξάδπ. 

α)  Πφζεο θνξέο κπνξεί λα μχπλεζε ην πξνεγνχκελν βξάδπ ε Δηξήλε;  

β) Μπνξεί λα ηελ μχπλεζε ην γάβγηζκα 33 θνξέο; Να αηηηνινγήζεηε ηελ 

απάληεζή ζαο. 
 

 Ο θίλδπλνο γεινηνπνίεζεο ηεο δηδαζθαιίαο ειινρεχεη, αλ ε ηάμε αζρνιε-

ζεί κε ην πεξηερφκελν ηνπ ζελαξίνπ. Πηζηεχνπκε φηη ππάξρνπλ πην θαηάιιεια 

θαη πην ξεαιηζηηθά ζελάξηα γηα ηνλ ζηφρν πνπ αλαθέξνπλ νη νδεγίεο. Δδψ νη 

ιέμεηο  ράλνπλ  ηε ζεκαζία ηνπο εθφζνλ ην πξφβιεκα απηφ νλνκάδεηαη δξα-

ζηεξηφηεηα! Δίλαη πξνθαλέο φηη ν φξνο απηφο πξέπεη λα απνδίδεηαη ζε πην ζχλ-

ζεηεο θαηαζηάζεηο θη φρη απιέο, σο πξνο ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν, αζθήζεηο 

φπσο απηή, πνπ δεηά απιψο ηελ επίιπζε ηεο αλίζσζεο   

x
8h h 3h

4
     (h: ψξεο). 

 Ζ δξαζηεξηφηεηα Γ19 πξνηείλεηαη σο εηζαγσγηθή δξαζηεξηφηεηα ζηελ  

Άιγεβξα ηεο A΄ Λπθείνπ γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο γξαθηθήο παξά-

ζηαζεο ζπλάξηεζεο y = αx + β.
10

 

 

΢ην παξαθάησ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ην επζχγξακκν ηκήκα AB κε 

A(0,100) θαη B(10,50) παξηζηάλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

δ(x) ησλ εηήζησλ δαπαλψλ κηαο εηαηξείαο, ζε ρηιηάδεο επξψ, ζηα x ρξφληα 

ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο. 

 

                                                           
10

  ΢ην [11], ζζ.1966-1967 
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To επζχγξακκν ηκήκα ΓΓ κε Γ(0, 50) θαη Γ(10, 150) παξηζηάλεη ηε γξα-

θηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ησλ εηήζησλ εζφδσλ ε(x) ηεο εηαηξείαο, 

ζε ρηιηάδεο επξψ, ζηα x ρξφληα ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο. Οη γξαθηθέο παξα-

ζηάζεηο αλαθέξνληαη ζηα δέθα πξψηα ρξφληα ιεηηνπξγίαο ηεο εηαηξείαο. 

α) Με ηε βνήζεηα ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ λα εθηηκήζεηε ηα έζνδα θαη 

ηα έμνδα ηνλ πέκπην ρξφλν ιεηηνπξγίαο ηεο εηαηξείαο.  

β) i) Να πξνζδηνξίζεηε ηνπο ηχπνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ δ(x), ε(x) θαη λα 

ειέγμεηε αλ νη εθηηκήζεηο ζαο ζην α) εξψηεκα ήηαλ ζσζηέο.  

 ii) Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ησλ ηκεκάησλ AB 

θαη ΓΓ θαη λα ηηο εξκελεχζεηε ζην πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο.  
 

Πξφθεηηαη γηα ην πξφβιεκα 4_2339 ηεο Σξάπεδαο Θεκάησλ ηεο Άιγε-

βξαο Α΄ Γεληθνχ Ζκεξεζίνπ Λπθείνπ, ην νπνίν αλαβαζκίζηεθε ζε «εηζαγσ-

γηθή δξαζηεξηφηεηα». Παξαβιέπνπκε ηε θνβεξή ζχκπησζε, φπνπ ηα έμνδα 

θαη ηα έζνδα θηλνχληαη απαξέγθιηηα ζηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο επζεηψλ θη φρη 

θακππιψλ ή ηεζιαζκέλσλ γξακκψλ. Όκσο, νη ηηκέο «εηήζηα έζνδα» θαη «εηή-

ζηα έμνδα» δελ κπνξνύλ λα παξηζηάλνληαη κε ζπλερείο θακπχιεο ή επζείεο.  

Δίλαη γεγνλφο φηη πνιιέο θνξέο παξαβιέπνπκε ην φηη θάπνηεο ζπλαξ-

ηήζεηο έρνπλ σο πεδίν νξηζκνύ δηαθξηηέο κεηαβιεηέο, π.ρ. ηνπο θπζηθνχο 

αξηζκνχο, ζεσξψληαο ηηο σο «πιήξσο δηαηξεηέο». Απηφ γίλεηαη ψζηε λα έρεη 

λφεκα ε κειέηε ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπο ζε δηάζηεκα θαη λα είλαη δπλαηή ε 

ρξήζε ησλ εξγαιείσλ ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ. Δδψ φκσο, πνηνο ζα εμεγή-

ζεη ζην καζεηή ηη παξηζηάλεη ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζε ελδηάκεζν ζεκείν 

κεηαμχ δχν εηψλ; Σα εηήζηα έζνδα είλαη έλαο αξηζκφο, απηφο πνπ γξάθεηο ζηε 

θνξνινγηθή ζνπ δήισζε κηα θνξά ην ρξφλν. Σν ίδην θαη ηα έμνδα. 

Μπνξεί, άξαγε λα δηνξζσζεί; Αλ αληηθαηαζηαζεί ε ιέμε «εηήζηα» κε ηε 

ιέμε «ζπλνιηθά», θαίλεηαη φηη ην πξφβιεκα απνθηά λφεκα, εθφζνλ ζα κπν-

ξνχζακε λα πνχκε φηη π.ρ. ηε ρξνληθή ζηηγκή x = 5 ζε έηε ηα ζπλνιηθά σο ηφηε 

έμνδα είλαη 75 ρηιηάδεο επξψ θαη ηα ηα ζπλνιηθά σο ηφηε έζνδα είλαη 100 

ρηιηάδεο επξψ. Όκσο θαη πάιη ππάξρεη πξφβιεκα κε ηε γλεζίσο θζίλνπζα 

ζπλάξηεζε πνπ ηφηε ζα παξηζηάλεη ζπλνιηθά έμνδα. Γελ κπνξεί ηα ζπζσξεπ-

κέλα έμνδα λα κεηψλνληαη! Σφηε, ζα πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί ε ζπλάξηεζε 

εμφδσλ κε κηα γλεζίσο αχμνπζα ζπλάξηεζε. Σέινο, δελ έρεη λφεκα ε αληηθα-

ηάζηαζή ηνπο κε ηνλ φξν «ζηηγκηαία έμνδα ή έζνδα». Σν πξφβιεκα δελ ζα έρεη 

θαλέλα πξαγκαηηθφ λφεκα. Ση ζεκαίλεη «ηα ζηηγκηαία έζνδά κνπ ηε ρξνληθή 

ζηηγκή x  είλαη ηφζεο ρηιηάδεο επξψ»; Ννκίδνπκε φηη ην ζελάξην δελ ηαηξηάδεη 
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κε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπ ζρήκαηνο, νχηε δηνξζψλεηαη, νπφηε ρξεηάδε-

ηαη ε αληηθαηάζηαζή ηεο.  

 Πέξα φκσο απφ ην αηαίξηαζην ζελάξην ηεο δξαζηεξηφηεηαο, ππάξρεη έλα 

πνιχ βαζχηεξν πξφβιεκα κε ηηο πξνηεηλφκελεο δξαζηεξηφηεηεο ηνπ Α.Π.΢. 

ζην θεθάιαην ησλ ζπλαξηήζεσλ. Οη καζεηέο έρνπλ δηδαρζεί ηελ έλλνηα ηεο ζπ-

λάξηεζεο ζηελ Β΄ θαη Γ΄ Γπκλαζίνπ, κέζα απφ πνιιέο εθαξκνγέο ζε πξαγκα-

ηηθέο θαηαζηάζεηο ζπκκεηαβνιήο κεγεζψλ θαη κε επξεία ρξήζε γξαθηθψλ πα-

ξαζηάζεσλ. ΢ην Λχθεην ν θεληξηθφο ζηφρνο είλαη λα θαηαλνεζεί ν γεληθφο νξη-

ζκφο ηεο ζπλάξηεζεο-αληηζηνηρίαο γηα ηνλ νπνίν ζην ίδην ην Π.΢. αλαθέξεηαη 

φηη: «…ε απιόηεηά ηνπ εγθιείεη κία κεγάιε δηδαθηηθή παγίδα, όηη είλαη επθνιν-

λόεηε έλλνηα. Δδώ ζέιεη πνιύ κεγάιε πξνζνρή».
11

 Όκσο, φιεο νη ζρεηηθέο 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ πξνηείλνληαη ζην Α.Π.΢. ζα κπνξνχζαλ άλεηα λα δηδα-

ρζνχλ ζην Γπκλάζην, φπνπ βέβαηα ν ζηφρνο δελ είλαη ε θαηαλφεζε ηνπ γεληθνχ 

νξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο. Με πνην ηξφπν ινηπφλ ζα απνθχγνπκε ηε δηδαθηηθή 

παγίδα, δειαδή κε πνην ηξφπν νη καζεηέο ηνπ Λπθείνπ ζα θαηαθηήζνπλ έλα 

αλψηεξν επίπεδν καζεκαηηθήο ζθέςεο θαη δελ ζα ηαπηίδνπλ πιένλ ηελ έλλνηα 

ηεο ζπλάξηεζεο κε έλαλ «ηχπν» ή κία «θακπχιε»;  

 

 Ζ πξνεγνχκελε, αλ θαη ζχληνκε, πεξηήγεζε ζην εθπαηδεπηηθφ πιηθφ ησλ 

πξνγξακκάησλ ζπνπδψλ θαη ησλ ζρνιηθψλ βηβιίσλ πνπ είλαη δηαζέζηκν ζηνπο 

δηδάζθνληεο, δείρλεη θαζαξά φηη πθίζηαηαη έλα ζεκαληηθφ δήηεκα αμηνπηζηίαο. 

Ζ ρξεζηκνπνίεζε απηνχ ηνπ πιηθνχ ζηελ ηάμε, ρσξίο πξνεγνχκελε επεμεξγα-

ζία θαη πξνζαξκνγή, πεξηθιείεη παγίδεο πνπ ελδέρεηαη λα απνπξνζαλαηνιί-

ζνπλ ηε δηδαζθαιία απφ ηνπο επηδησθφκελνπο δηδαθηηθνχο ζηφρνπο θαη λα 

απαμηψζνπλ ηε δηαδηθαζία ηεο επίιπζεο πξνβιεκάησλ θαη ηεο κνληεινπνίε-

ζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε, είλαη πξνθαλέο φηη ρξεηάδεηαη λα εμεηάζνπκε θαη 

άιιεο πεγέο εθπαηδεπηηθνχ πιηθνχ, φπσο είλαη γηα παξάδεηγκα ε πινχζηα ηξά-

πεδα ζεκάησλ πνπ έρεη δεκηνπξγεζεί θαηά ηελ 20εηή δηεμαγσγή ηνπ δηεζλνχο 

δηαγσληζκνχ PISA.   

 

 
 

                                                           
11

  ΢ην [11], ζ.1946, ππνζεκ. 25. 
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Αμηνπνηώληαο – πξνεθηείλνληαο ηα ζέκαηα ηεο δηεζλνύο έξεπλαο PISA. 

 

Ζ παξνπζίαζε ησλ επηδφζεσλ ησλ καζεηψλ ζην Θέκα Γ ησλ παλειιαδη-

θψλ εμεηάζεσλ ηνπ 2018 θαηαξξίπηεη νξηζκέλνπο «κχζνπο» πνπ θπθινθνξνχλ 

φηαλ γίλνληαη ζπδεηήζεηο γηα ην επίπεδν ηεο ειιεληθήο καζεκαηηθήο εθπαίδεπ-

ζεο, ηδηαίηεξα φηαλ αλά ηξηεηία αλαθνηλψλνληαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ πξν-

γξάκκαηνο PISA.  

Ζ πην ζπλεζηζκέλε δηθαηνινγία («κχζνο») πνπ αθνχγεηαη είλαη φηη νη 

καζεηέο ησλ ζρνιείσλ πνπ επηιέγνληαη ζην δείγκα ηνπ PISA δελ έρνπλ θαλέλα 

θίλεηξν γηα λα αζρνιεζνχλ ζνβαξά κε ηα αληίζηνηρα ζέκαηα. Απηφο ν «κχ-

ζνο» απνθεχγεη βέβαηα λα εμεηάζεη πνηα θίλεηξα σζνχλ ηνπο καζεηέο ησλ ρσ-

ξψλ πνπ δηαθξίλνληαη παξαδνζηαθά ζηνλ PISA.     

Αλ, ινηπφλ, δερηνχκε φηη ηζρχεη ε δηθαηνινγία γηα ηελ έιιεηςε θηλήηξνπ  

ζηε ζπκκεηνρή ησλ καζεηψλ καο ζηνλ PISA, ηφηε πψο εμεγείηαη ε απνηπρία 

ησλ ππνςεθίσλ καο ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ηνλ Ηνχλην 2018; Δθεί, ε κε-

γάιε πιεηνςεθία ησλ ππνςεθίσλ πνπ ζπκκεηείραλ είρε πνιιαπιά θίλεηξα θαη 

είρε παξαθνινπζήζεη πνιχσξε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ, ελδνζρνιηθή 

θαη εμσζρνιηθή, ε νπνία ζπκπεξηιακβάλεη θαη επίιπζε πξνβιεκάησλ (έλα 

πνιπζπδεηεκέλν θαη αλακελφκελν ζέκα ηα ηειεπηαία ρξφληα). Δπηπιένλ, ε επη-

ηξνπή ζεκαηνδνηψλ θαηέβαιε, φπσο δηαπηζηψζακε, θάζε πξνζπάζεηα γηα λα 

πξνζαξκφζεη ην πξφβιεκα ζηελ θαζηεξσκέλε δνκή ησλ ζεκάησλ ψζηε λα κελ 

αηθληδηαζηνχλ ππέξκεηξα νη ππνςήθηνη.  

Έλαο αθφκα «κχζνο» είλαη π.ρ. φηη νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ απνηπγρά-

λνπλ καδηθά ζε απηή ηελ δηεζλή αμηνιφγεζε, επεηδή ε ειιεληθή καζεκαηηθή 

θαηεχζπλζε έρεη ζεσξεηηθφ πξνζαλαηνιηζκφ θαη νη καζεηέο δελ είλαη εμνη-

θεησκέλνη κε ηελ εθαξκνγή ησλ καζεκαηηθψλ γλψζεσλ ζηελ επίιπζε πξνβιε-

κάησλ ηεο θαζεκεξηλήο δσήο, φπσο δεηείηαη ζηα ζέκαηα ηνπ PISA, απηφο ν 

«κχζνο» απνζησπά ην γεγνλφο φηη ζηα λέα βηβιία Μαζεκαηηθψλ Γπκλαζίνπ, 

φπσο θαη ζηηο νδεγίεο δηδαζθαιίαο κεηά ην 2007, ππάξρνπλ πνιιά πξνβιήκα-

ηα, πνπ ηαηξηάδνπλ ζην χθνο ησλ ζεκάησλ ηνπ PISA, θη φκσο δελ δηαπηζηψζεθε 

θάπνηα βειηίσζε ζε ζρέζε κε ηηο επηδφζεηο ησλ καζεηψλ καο ηηο ρξνληέο 2000, 

2003 θαη 2006.   

 Σίζεηαη, ινηπφλ, ην εξψηεκα: Δίλαη ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν ηνπ PISA 

θαηάιιειν εξγαιείν γηα λα θαηαθηήζνπλ νη καζεηέο έλα αλψηεξν επίπεδν 
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καζεκαηηθήο ζθέςεο; Γειαδή λα ραξαθηεξίδνληαη «καζεκαηηθά εγγξάκκα-

ηνη», ζχκθσλα κε ηνλ παξαθάησ νξηζκφ πνπ δίλεη ν PISA;
12

 

 

Ο καζεκαηηθόο αιθαβεηηζκόο είλαη ε ηθαλφηεηα ηνπ αηφκνπ λα πξνζδην-

ξίδεη θαη λα θαηαλνεί πιήξσο ην ξφιν ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηνλ θφζκν, λα 

δηαηππψλεη ηεθκεξησκέλεο θξίζεηο, λα ρξεζηκνπνηεί θαη λα ελαζρνιείηαη κε 

ηα Μαζεκαηηθά κε ηξφπν ηέηνην, ψζηε λα αληηκεησπίδεη ηηο αλάγθεο ηεο δσήο 

ηνπ σο ζθεπηφκελνο, δεκηνπξγηθφο θαη ελεξγφο πνιίηεο. 

Ο φξνο «αιθαβεηηζκόο» επηιέρζεθε γηα λα δνζεί έκθαζε ζηε καζεκαηηθή 

γλψζε, φηαλ απηή ηίζεηαη ζε πξαθηηθή εθαξκνγή γηα ηελ επίιπζε πξνβιε-

κάησλ ηεο θαζεκεξηλήο δσήο ηα νπνία εθθξάδνληαη κε πνηθίινπο ηξφπνπο 

θαη ε επίιπζή ηνπο απαηηεί ζθέςε θαη βαζηά γλψζε. 

Φπζηθά, γηα λα είλαη εθηθηή ε πξαθηηθή εθαξκνγή ησλ Μαζεκαηηθψλ, πξνυ-

πνηίζεηαη φηη ππάξρνπλ ζεκειηψδεηο γλψζεηο θαη δεμηφηεηεο νη νπνίεο πξνζ-

δηνξίδνπλ κέξνο ηνπ φξνπ «αιθαβεηηζκφο». Ο καζεκαηηθφο αιθαβεηηζκφο 

επίζεο, πξνυπνζέηεη εθ κέξνπο ηνπ αηφκνπ, γλψζε ησλ καζεκαηηθψλ φξσλ 

θαη ησλ δηαδηθαζηψλ, φπσο επίζεο θαη ηελ ηθαλφηεηα εθηέιεζεο πξάμεσλ θαη 

εθαξκνγήο ζπγθεθξηκέλσλ κεζφδσλ. Ο καζεκαηηθφο αιθαβεηηζκφο απαηηεί 

ην δεκηνπξγηθφ ζπλδπαζκφ φισλ απηψλ ησλ ζηνηρείσλ, γηα λα επηιπζνχλ 

πξνβιήκαηα ηεο ζχγρξνλεο πξαγκαηηθφηεηαο. 

 

 Σν πξφγξακκα PISA γηα ηελ επίηεπμε απηνχ ηνπ ζηφρνπ, πξνσζεί ηελ 

ελζσκάησζε ζηα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα ΢πνπδψλ ησλ ρσξψλ πνπ ζπκκεηέ-

ρνπλ ηεο δηαδηθαζίαο ηεο καζεκαηηθνπνίεζεο, ηελ νπνίαλ νξίδεη σο εμήο:
13

  

 

Ζ δηαδηθαζία ηεο καζεκαηηθνπνίεζεο ηνπ PISA. 

 Αλ ζεσξήζνπκε φηη ηα καζεκαηηθά είλαη έλαο θψδηθαο, φπσο αθξηβψο θαη ε 

γιψζζα, ηφηε είλαη απαξαίηεην νη καζεηέο λα κάζνπλ ηα βαζηθά ζπζηαηηθά 

ηεο γιψζζαο ησλ καζεκαηηθψλ. Απηά ηα ζπζηαηηθά ζπκπεξηιακβάλνπλ ηηο 

έλλνηεο θαη ηα ζύκβνια ησλ καζεκαηηθψλ, ηνπο αιγόξηζκνπο θαη ηηο από-

δεηθηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ ζπλήζσο δηδάζθνληαη ζηα ζρνιεία.  

 Δλδέρεηαη θαλείο λα γλσξίδεη αξθεηά γηα ηα ζπζηαηηθά ησλ καζεκαηηθψλ, 

αιιά λα αγλνεί ηνλ ηξφπν ρξεζηκνπνίεζήο ηνπο γηα ηε ιχζε πξνβιεκάησλ.  

 Γηα ην ιφγν απηφ ην πξφγξακκα PISA εμεηάδεη ηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ 

λα αλαιχνπλ, λα αηηηνινγνχλ θαη λα εθθξάδνπλ ηηο καζεκαηηθέο ηνπο ζθέςεηο 

                                                           
12

  ΢ην [13], ζ. 183. 
13

  Γηα κηα πην εθηελή αλάιπζε, δείηε ζην [14], ζζ. 17-20. 
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κε απνηειεζκαηηθφ ηξφπν, γηα λα κνξθνπνηνχλ, λα επηιχνπλ θαη λα εξκελεχνπλ 

καζεκαηηθά πξνβιήκαηα ζε ζέκαηα ηεο θαζεκεξηλήο δσήο.  

 Σέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα απαηηνχλ απφ ην καζεηή λα επηζηξαηεχζεη ηηο 

εκπεηξίεο ηνπ θαζψο θαη ηηο ηθαλφηεηεο θαη δεμηφηεηεο πνπ απέθηεζε ζην 

ζρνιείν. Ζ ζεκειηψδεο δηαδηθαζία ηεο επίιπζεο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ αλα-

θέξεηαη σο «καζεκαηηθνπνίεζε». 

 ΢χκθσλα κε ην ζεσξεηηθφ πιαίζην ηνπ PISA, ε δηαδηθαζία ηεο «καζεκα-

ηηθνπνίεζεο» αθνινπζεί πέληε ζηάδηα:
14

 
 

 

 

 

Δηθόλα 5. Σηάδηα καζεκαηηθνπνίεζεο  

ξεαιηζηηθώλ πξνβιεκάησλ 

 

 1. Δθθίλεζε απφ έλα πξφβιεκα πνπ αληηκεησπίδεη θαλείο ζε πξαγκαηηθέο 

θαζεκεξηλέο ζπλζήθεο. 

 2.  Οξγάλσζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε βάζε καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη πξνζδην-

ξηζκφο ηεο πεξηνρήο ησλ καζεκαηηθψλ πνπ ζρεηίδεηαη κε ην πξφβιεκα. 

 3. ΢ηαδηαθή απνκάθξπλζε απφ ηελ πξαγκαηηθή θαηάζηαζε κε δηεξγαζίεο, 

φπσο ππνζέζεηο, γεληθεχζεηο, κνξθνπνηήζεηο, νη νπνίεο πξνάγνπλ ηα 

καζεκαηηθά ζηνηρεία θαη κεηακνξθψλνπλ ην αληηθεηκεληθφ πξφβιεκα ζε 

καζεκαηηθφ πξφβιεκα, πνπ φκσο αλαπαξηζηά πηζηά ηελ πξαγκαηηθφηεηα. 

 4.  Δπίιπζε ηνπ καζεκαηηθνχ πξνβιήκαηνο. 

 5.  Γηεξεχλεζε ηεο ιχζεο ηνπ καζεκαηηθνχ πξνβιήκαηνο ζε πξαγκαηηθέο 

ζπλζήθεο.  
 

 

 Γίλνπκε έλα ραξαθηεξηζηηθφ ζέκα ηνπ PISA, ζην νπνίν αλαιχνληαη θαη 

εθαξκφδνληαη ηα παξαπάλσ βήκαηα ηεο «καζεκαηηθνπνίεζεο»   

                                                           
14

  ΢ην [15], ζ. 38. 
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  Φωηηζκόο Πάξθνπ 

 Τν Γεκνηηθό Σπκβνύιην απνθάζηζε λα εγθαηαζηήζεη ζηήιν θσηηζκνύ ζε έλα 

κηθξό ηξηγσληθό πάξθν, έηζη ώζηε λα θσηίδεη όιν ην πάξθν. Πνύ πξέπεη λα 

ηνπνζεηεζεί; 
 

 ΢ΥΟΛΗΑ έθδνζεο Κέληξνπ Δθπαηδεπηηθήο Έξεπλαο γηα ηνλ ΡISA: 

 Σν πξφβιεκα πνπ αλαθέξεηαη πην πάλσ, αλ θαη «θνηλσληθφ» ιχλεηαη κφλν, 

αλ αθνινπζήζνπκε ηελ ηαθηηθή ηεο «καζεκαηηθνπνίεζεο».
15

 
 

 1) Εθθίλεζε από πξόβιεκα ηεο πξαγκαηηθόηεηαο. Οη καζεηέο θαινχληαη 

λα εληνπίζνπλ ην ζεκείν, φπνπ ζα ηνπνζεηεζεί ην θσο. 
 

 2) Οξγάλωζε θαη δηάηαμε ηνπ πξνβιήκαηνο ζύκθωλα κε καζεκαηηθέο 

έλλνηεο. Σν πάξθν κπνξεί λα παξαζηαζεί ζαλ ηξίγσλν θαη ν θσηηζκφο πνπ 

πξνέξρεηαη απφ ην θσο, κπνξεί λα παξαζηαζεί ζαλ έλαο θχθινο πνπ έρεη σο 

θέληξν ηνπ ην θσο. 
 

 3) Σηαδηαθή απνζύλδεζε ηωλ ζηνηρείωλ ηεο πξαγκαηηθόηεηαο κε εηθαζίεο, 

γεληθεύζεηο, ηππνπνηήζεηο θαη δηεξγαζίεο, νη νπνίεο πξνάγνπλ ηα ραξαθηε-

ξηζηηθά ηωλ καζεκαηηθώλ θαη κεηακνξθώλνπλ ην πξόβιεκα ζε καζεκαηη-

θό, ην νπνίν όκωο απεηθνλίδεη ηελ πξαγκαηηθόηεηα κε αθξίβεηα. ΢ηελ 

πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ θσηηζκνχ ηνπ πάξθνπ, ην πξφβιεκα κεηα-

ηίζεηαη απφ ηνλ εληνπηζκφ ηνπ θαηάιιεινπ ζεκείνπ φπνπ ζα ηνπνζεηεζεί ην 

θσο, ζηνλ εληνπηζκφ ηνπ θέληξνπ ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ ελφο ηξηγψλνπ. 
 

 4) Επίιπζε ηνπ καζεκαηηθνύ πξνβιήκαηνο. Υξεζηκνπνηψληαο ην γλσζηφ 

ζεψξεκα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο φηη ην θέληξν ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ 

θχθινπ ελφο ηξηγψλνπ βξίζθεηαη ζην ζεκείν πνπ ηέκλνληαη νη κεζνθάζεηεο ησλ 

πιεπξψλ ηνπ, ηηο θαηαζθεπάδνπκε θαη έηζη νξίδνπκε ην δεηνχκελν ζεκείν. 
 

 5) Εθαξκνγή ηεο καζεκαηηθήο ιύζεο ζηα πιαίζηα ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 Ζ δηεξεχλεζε ηεο ιχζεο ζα νδεγήζεη ην καζεηή ζηελ απφξξηςε ηεο πεξίπησ-

ζεο ηνπ ακβιπγσλίνπ ηξηγψλνπ, αθνχ ζηελ πεξίπησζε απηή ην θέληξν ηνπ 

πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ ζα βξίζθεηαη έμσ απφ ην ηξίγσλν, νπφηε θαη ην 

θσο, αληίζηνηρα, ηνπνζεηείηαη έμσ απφ ην πάξθν. 
 

                                                           
15

  Σν ζρφιην ηνπ Κ.Δ.Δ. ελλνεί φηη ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα, αλ θαη αλαθέξεηαη ζε κηα 

πξαγκαηηθή θαηάζηαζε, αληηκεησπίδεηαη κε ζπζηεκαηηθφ ηξφπν κφλν κε ηε δηαδηθαζία 

ηεο καζεκαηηθνπνίεζεο. 
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τρίγωνο οξυγώνιο τρίγωνο ορθογώνιο τρίγωνο αμβλυγώνιο  
 

Δηθόλα 6. Γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ πξνβιήκαηνο θσηηζκνύ ηνπ πάξθνπ. 

 

 ΢εκαληηθή παξάκεηξν, επίζεο, απνηειεί ε θαηαλφεζε φηη ε ζέζε θαη ην χςνο 

ησλ δέληξσλ ζην πάξθν απνηεινχλ παξάγνληεο πνπ ζα κπνξνχζαλ λα επε-

ξεάζνπλ ηε ιεηηνπξγηθφηεηα ηεο καζεκαηηθήο ιχζεο. 

 ΢ε φιεο ηηο πην πάλσ δηεξγαζίεο βιέπνπκε κε πνην ηξφπν, κε ηελ επξεία 

έλλνηα, κπνξνχλ νη άλζξσπνη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηα καζεκαηηθά ζε πιεζψ-

ξα αζρνιηψλ ηνπο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ε ηέρλε ηεο «καζεκαηηθνπνίεζεο» 

πξέπεη λα είλαη έλαο απφ ηνπο βαζηθνχο εθπαηδεπηηθνχο ζηφρνπο. 

 

 Γελληέηαη ην εξψηεκα, αλ ηα ζεκάηα ηνπ πξνγξάκκαηνο PISA επαξθνχλ  

απφ κφλα ηνπο λα απνηειέζνπλ ηε βάζε γηα ηελ παξαγσγή πξνβιεκάησλ πνπ, 

αλ απνηειέζνπλ αληηθείκελν δηδαζθαιίαο ζηηο ζρνιηθέο ηάμεηο, ζα πινπνηνχλ 

ηνπο παξαπάλσ ζηφρνπο θαη ζα ζπλδένληαη κε βησκαηηθέο θαηάζηάζεηο, ζα 

πξνθαινχλ ην ελδηαθέξνλ θαη ζα θαιιηεξγνχλ ηελ θξηηηθή ζθέςε ησλ καζε-

ηψλ. Με ηα παξαθάησ παξαδείγκαηα δείρλνπκε πσο είλαη απαξαίηεηε ε ηξνπν-

πνίεζή ηνπο θαη ε πξνζζήθε πξφζζεησλ εξσηεκάησλ, πνπ πξνεθηείλνπλ, 

εκπινπηίδνπλ ην θησρφ καζεκαηηθφ πεξηερφκελν ησλ απζεληηθψλ ζεκάησλ ηνπ 

PISA θαη νδεγνχλ ζε δηεξεχλεζε, γελίθεπζε, βνεζψληαο έηζη ζηελ αλάπηπμε 

ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο ησλ καζεηψλ. 

 

 

Πεξπαηώληαο 
 

 To 2003 δφζεθε απφ ηνλ PISA ην εμήο ζέκα: 

 

 ΢ηελ παξαθάησ θσηνγξαθία βιέπεηο ηηο παηεκαζηέο θάπνηνπ άλδξα. Ζ απφ-

ζηαζε απφ ηε θηέξλα ηεο κηαο παηεκαζηάο κέρξη ηε θηέξλα ηεο άιιεο απoηε-

ιεί ην κήθνο ελφο βήκαηνο, ην νπνίν νλνκάδνπκε Ρ.  
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 Ο βεκαηηζκφο ησλ αλδξψλ εθθξάδεηαη απφ ηνλ ηχπν 140
P


 . Ο ηχπνο 

δείρλεη θαηά πξνζέγγηζε ηελ ζρέζε αλάκεζα ζην λ θαη ζην Ρ, φπνπ  

  λ = ην πιήζνο ησλ βεκάησλ πνπ θάλεη έλαο άλδξαο αλά ιεπηφ,  

  θαη  P = ην κήθνο ζε κέηξα (m) ηνπ βήκαηνο ηνπ άλδξα. 

 α)  Ο Γηάλλεο θάλεη 70 βήκαηα αλά ιεπηφ. Πνην είλαη ην κήθνο ηνπ βήκαηφο 

ηνπ; Τπνιφγηζέ ην, ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ παξαπάλσ ηχπν.  

 β) Σν κήθνο βήκαηνο ηνπ Θαλάζε είλαη 0,80 κέηξα. Να ππνινγίζεηο ηελ ηα-

ρχηεηα βαδίζκαηνο ηνπ Θαλάζε, ζε κέηξα αλά ιεπηφ θαη ζε ρηιηφκεηξα 

αλά ψξα, ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ πξνεγνχκελν ηχπν.  

 

 Ζ αλακελφκελε απάληεζε απφ ηνπο δηνξγαλσηέο ηεο έξεπλαο είλαη: 
 

α) Γηα ηνλ Γηάλλε ηζρχεη: 
70

140
P
     70 = 140P  άξα  P = 

70

140
 = 0,5 m. 

β) Γηα ηνλ Θαλάζε ηζρχεη: 140
0,8


     λ = 1400,8 = 112 βήκαηα.  

 Άξα δηαλχεη: 1120,8 = 89,6 m  θάζε ιεπηφ.   

 Ζ ηαρχηεηά ηνπ είλαη:  

89,6 m/min = 
60

89,6 Km / h 5,376 5,4 Km / h
1.000
   . 

 

 Ο κέζνο φξνο επηηπρίαο δηεζλψο ήηαλ: Γηα ην (α) 36,34% θαη γηα ην (β) 

20,62%.
16

 

 Σν εξψηεκα (α) δεηά απιψο ηελ επίιπζε ηνπ ηχπνπ σο πξνο ην κήθνο ηνπ 

βήκαηνο (δηαζθειηζκφο) P, κε γλσζηφ ην πιήζνο ησλ βεκάησλ αλά ιεπηφ (ζπ-

ρλφηεηα βαδίζκαηνο) λ. Σν γεγνλφο φηη δχν ζηνπο ηξεηο καζεηέο ειηθίαο 15 

εηψλ δελ απάληεζαλ ή έθαλαλ ιάζνο είλαη ζέκα γηα δηεξεχλεζε. ΢ην (β) ρξεηά-

                                                           
16

  Πεγή: [16],  p. 412. 
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δεηαη αξρηθά, δίρσο λα δεηείηαη, ε επίιπζε ηνπ ηχπνπ σο πξνο λ, θαηφπηλ ν 

ππνινγηζκφο ηεο ηαρχηεηαο βεκαηηζκνχ θαη ηέινο ε κεηαηξνπή ηεο κνλάδαο 

ηαρχηεηαο απφ m/min ζε Km/h. To πξφγξακκα ζεσξεί δεδνκέλν φηη νη καζε-

ηέο είηε γλσξίδνπλ,
17

 είηε κπνξνχλ δηαηζζεηηθά ηα ππνζέζνπλ φηη ε ηαρύηεηα 

βεκαηηζκνύ (π) ηζνχηαη κε ην γηλφκελν  
 

π = ΢πρλόηεηα Βαδίζκαηνο  Μήθνο Γηαζθειηζκνύ 

(π = λP)   
  

 Πξνθαλψο ζε απηφ ην ζεκείν, θαζψο θαη ζηελ κεηαηξνπή ησλ κνλάδσλ 

ηαρχηεηαο, νθείιεηαη ε ρακειφηεξε επίδνζε ησλ καζεηψλ ζε ζρέζε κε ην εξψ-

ηεκα (α). Ζ απνηπρία έρεη πνζνζηφ 80%. Σα πνζνζηά απηά αθνξνχλ ην ζχλν-

ιν ησλ καζεηψλ ζε φιεο ηηο ρψξεο πνπ ζπκκεηείραλ. Λακβάλνληαο ππφςηλ φηη 

ε Διιάδα θαηέιαβε ηε 32ε ζέζε ζε 41, κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη ε επίδν-

ζε ησλ ειιήλσλ καζεηψλ ήηαλ πνιχ ρακειφηεξε. Δίλαη δχζθνιν λα απνδε-

ρηείο φηη πάλσ απφ ην 65%  ησλ καζεηψλ ηεο Α΄ Λπθείνπ αδπλαηεί λα ιχζεη 

ηνλ ηχπν 140
P


  σο πξνο Ρ, γηα ηελ ηηκή λ = 70.  

 Πηζηεχνπκε φηη αλ νη εθθσλήζεηο ήηαλ απαιιαγκέλεο απφ ην ξεαιηζηηθφ 

ζελάξην θαη δηαηππσλφηαλ σο απιέο αζθήζεηο, ηα απνηειέζκαηά καο ζα ήηαλ 

θαιχηεξα, επεηδή νη καζεηέο καο δελ έρνπλ ζπλεζίζεη ζηε κεηαηξνπή ιεθηηθψλ 

δεδνκέλσλ ζε καζεκαηηθνχο ηχπνπο, δηεξγαζία πνπ απνηειεί έλα απφ ηα ζηάδηα 

ηεο καζεκαηηθνπνίεζεο. Αληηζέησο, έρνπλ πεξηζζφηεξν εμαζθεζεί ζηελ επε-

μεξγαζία έηνηκσλ καζεκαηηθψλ παξαζηάζεσλ θαη ζηελ επίιπζε εμηζψζεσλ.  

 

Δίλαη ξεαιηζηηθό ην ζελάξην; 

 Σν πξφβιεκα απηφ είλαη απφ ηα πην δηαδεδνκέλα πξνβιήκαηα ηνπ PISA, 

γηαηί ζεσξείηαη ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ηνπ χθνπο ησλ «απζεληηθψλ πξν-

βιεκάησλ» ηνπ PISA.
18

 

 Αο δνχκε, φκσο, ιίγν πην αλαιπηηθά ην πεξηερφκελν ηεο εθθψλεζεο: 

Κάζε άλδξαο θάλεη ζηαζεξφ πεξίπνπ αξηζκφ βεκάησλ αλά ιεπηφ, ίζν κε ην 

δηαζθειηζκφ ηνπ επί 140. Φαίλεηαη δειαδή φηη ν αξηζκφο ησλ βεκάησλ θάζε 

                                                           
17

  Πεγή: [17], ζ. 18. 
18

  ΢ην [18], ζηηο ζειίδεο 64-66 δίλεηαη σο ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα καζεκαηηθνπνίεζεο 

ξεαιηζηηθνχ πξνβιήκαηνο, δίλνληαο έκθαζε ζηηο έλλνηεο  «κεηαβνιή θαη ζρέζεηο», δε-

ιαδή ζην «ζπλαξηεζηαθφ ηξφπν ζθέςεο». Γείηε πεξηζζφηεξα ζην [13], ζ. 192. 
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αλζξψπνπ εμαξηάηαη κφλν απφ ην δηαζθειηζκφ θη φρη απφ ην ξπζκφ βαδίζκα-

ηφο ηνπ.  Άξα έλαο άλδξαο ςειφηεξνο απφ έλαλ άιιν ζα θάλεη πην πνιιά 

βήκαηα αλά ιεπηφ. Ο ηζρπξηζκφο απηφο κάο ψζεζε λα αλαδεηήζνπκε πιεξν-

θνξίεο γηα ηνλ ηχπν, πξνζπαζψληαο λα ηνλ εληνπίζακε ζηε ζρεηηθή βηβιηνγξα-

θία ζην δηαδίθηπν. Οη δψδεθα πξψηεο αλαθνξέο ζε κηα κεραλή αλαδήηεζεο 

νδεγνχλ απεπζείαο ζηελ εθθψλεζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο ή παξφκνησλ (θαη 

κάιηζηα κε άιια πειίθα λ / P = 144 ή 160 θ.α.), πνπ έρνπλ δηαηππσζεί γηα ηελ 

πξνεηνηκαζία ησλ καζεηψλ γηα ηνλ δηαγσληζκφ απηφ!
19

  

 Πηζηεχνπκε φηη πνιινί πεξηζζφηεξνη παξάγνληεο επεξεάδνπλ ηελ ηαρχ-

ηεηα βεκαηηζκνχ: ην είδνο ηνπ εδάθνπο θαη ε θιίζε ηνπ, ε δηάζεζε ηνπ αλζξψ-

πνπ, ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίνλ πεξπαηά, ε θπζηθή ηνπ θαηάζηαζε θ.α. Ο ηχπνο 

απηφο κνηάδεη ηερλεηφο θη έηζη ην πξφβιεκα δελ κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί σο 

πξφβιεκα ηνπ πξαγκαηηθνχ θφζκνπ.
20

 

 Παξαηεξήζηε, εμάιινπ, φηη κε βάζε ηνλ ίδην «ηχπν», ε ηαρύηεηα βεκα-

ηηζκνύ, δειαδή ε απφζηαζε πνπ δηαλχνπκε αλά ιεπηφ, είλαη:   

π = nP = 140P
2
 ζε  m/min, 

άξα ε ηαρχηεηα βεκαηηζκνχ εμαξηάηαη (θαη κάιηζηα ηεηξαγσληθά) απφ ην δηα-

ζθειηζκφ. Σν P κεηξηέηαη ζε m, ην λ ζε αξηζκφ βεκάησλ αλά ιεπηφ, άξα ε 

ζηαζεξά 140 παξηζηάλεη αξηζκφ βεκάησλ πξνο κέηξα  ιεπηά! Δίλαη δχζθνιν 

λα θαηαλνήζνπκε ηε θπζηθή εξκελεία απηήο ηεο κνλάδαο. Σν ίδην, πξνθαλψο, 

θαη νη 15ρξνλνη καζεηέο.  

 
 

H θνύληα ηνπ PISA 

 

Έλα ζέκα ηνπ πξνγξάκκαηνο PISA, πνπ δφζεθε γηα 

πξψηε θνξά ζηελ αμηνιφγεζε ηνπ 2003, πεξηγξάθεη ηελ 

εηθφλα ελφο παηδηνχ, πνπ θάζεηαη ζε κηα θνχληα θαη αξ-

ρίδεη λα θάλεη θνχληα πξνζπαζψληαο λα θηάζεη φζν ην 

δπλαηφλ ςειόηεξα. Εεηείηαη λα επηιεγεί πνηα απφ ηηο 

πξνηεηλφκελεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο αλαπαξηζηά θαιχηεξα ηελ απφζηαζε ησλ 

πνδηψλ ηνπ παηδηνχ απφ ην έδαθνο.  

                                                           
19

  Πιεθηξνινγήζηε π.ρ. ζε κηα κεραλή αλαδήηεζεο ην αγγιηθφ θείκελν ηεο εθθψλεζεο: 

«For men, the formula n/p = 140  gives an approximate relationship between n and P». 
20

  Πεξηζζφηεξα ζην [7], ζζ. 152-153. 
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Δηθόλα 7:  Η εθθώλεζε ηνπ ζέκαηνο ΚΟΤΝΗΑ 

 

Ζ επηζπκεηή απάληεζε είλαη πξνθαλήο, αθνχ νη ππφινηπεο απνθιείνληαη 

εχθνια. ΢ηε (Β) ζε θάζε ηαιάλησζε ζα έπξεπε ην χςνο λα παίξλεη ηνπηθφ 

κέγηζην κεγαιχηεξν απφ ην πξνεγνχκελν, εθφζνλ ν Μηράιεο «...πξνζπαζεί λα 

θηάζεη φζν ην δπλαηφλ ςειόηεξα...».  

Αλ δνζεί απφ θάπνηνλ καζεηή ε απάληεζε (Γ), είηε ζεκαίλεη φηη δφζεθε 

ζηελ ηχρε, είηε θαλεξψλεη πιήξε άγλνηα ηεο έλλνηαο ηεο γξαθηθήο παξάζηα-

ζεο ζπλάξηεζεο. Σέινο, εχθνια κπνξεί ν καζεηήο λα θαηαλνήζεη φηη ε απφ-

ζηαζε ησλ πνδηψλ δελ κπνξεί λα απμάλεη γξακκηθά (δελ έρνπκε εθηφμεπζε), 

άξα απνθιείεηαη θαη ε (Γ). ΢ηελ (Α) μεθηλάκε απφ έλα ρακειφ χςνο (ζεκείν 
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ηζνξξνπίαο, φηαλ ν Μηράιεο είλαη αθίλεηνο) θαη ζε θάζε ηαιάλησζε (πξνθα-

λψο κέρξη θάπνην ζεκείν) πεηπραίλεη λέν κεγαιχηεξν ηνπηθφ κέγηζην, αιιά ην 

ίδην νιηθφ ειάρηζην. Απηή είλαη ε πξνζδνθφκελε απάληεζε, απφ ηνπο θαηά-

ζθεπαζηέο ηνπ ζέκαηνο.  

Σν ζέκα απηφ είλαη ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα 

ηνπ χθνπο ησλ ζεκάησλ ηνπ PISA. Πεξηγξάθεηαη κηα 

ζθελή πνπ είλαη νηθεία ζηνπο καζεηέο. Σνπο δεηείηαη 

λα αλαπαξαζηήζνπλ κε ηε ζθέςε ηνπο ηελ εηθφλα θαη 

λα αληηζηνηρήζνπλ έλα κεηαβιεηφ κέγεζνο (χςνο ησλ 

πνδηψλ) κε κηα απφ ηηο έηνηκεο γξαθηθέο παξαζηα-

ζεηο, δίρσο ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα θαη ρσξίο λα 

θάλνπλ θάπνηα καζεκαηηθή επεμεξγαζία. Απιά ειέγρεηαη αλ κπνξνχλ λα επη-

ιέμνπλ ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ «ηαηξηάδεη» θη έηζη, θαηά ηνπο ζπληειεζηέο 

ηνπ PISA, ειέγρεηαη αλ έρεη θαηαλνεζεί ε έλλνηα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο. 

 

Μαζεκαηηθνπνηώληαο ην ζέκα ηνπ PISA. 

Παίξλνληαο σο αθνξκή ην ζέκα απηφ κπνξνχκε λα νδεγήζνπκε κηα 

νκάδα καζεηψλ Λπθείνπ ζε κηα δηεξεπλεηηθή εξγαζία, ή κηα νκάδα θνηηεηψλ 

ή αθφκα θαη κεηαπηπρηαθψλ θνηηεηψλ, ζε κηα ελδηαθέξνπζα πεξηήγεζε ζε 

ζεκαληηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο. 

Θέηνπκε αξρηθά ην εμήο εξψηεκα:  
 

Πνηνο κάο εμαζθαιίδεη όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε (Α) είλαη ζσζηή; Με 

πνηα καζεκαηηθή επεμεξγαζία ζρεδηάζηεθε; Θα κπνξνύζαλ νη καζεηέο 

(θαη πνηαο ηάμεο;) λα ηε ζρεδηάζνπλ, αλ δελ δηλόηαλ; 
 

Ξεθηλάκε, θαηφπηλ ηε κειέηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο κεηαβνιήο 

ηεο απφζηαζεο ησλ πνδηψλ ηνπ Μηράιε απφ ην έδαθνο, κε ηε βνήζεηα ησλ 

εξγαιείσλ ηεο Σξηγσλνκεηξίαο.  
 

Ζ θνχληα ιεηηνπξγεί σο εθθξεκέο. Έζησ Κ ην ζεκείν ζηήξημεο ηεο 

αιπζίδαο R, έζησ Α ε αξρηθή ζέζε ηζνξξνπίαο (ε κηθξφηεξε απφζηαζε (h) ησλ 

πνδηψλ απφ ην έδαθνο). 

Γηα λα καζεκαηηθνπνηήζνπκε ην πξφβιεκα δερφκαζηε φηη ηα πφδηα κε-

λνπλ αθίλεηα, θαηά ηελ θίλεζε ηεο θνχληαο, (θάηη πνπ δελ ζπκβαίλεη ζηελ 

πξάμε) θαη παξηζηάλνπκε ηελ άθξε ησλ πνδηψλ κε ζεκείν. Θα ήηαλ νξζφηεξν 
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ε εθθψλεζε λα δεηά ηελ απφζηαζε ηνπ ρακειφηεξνπ ζεκείνπ ηνπ θαζίζκαηνο 

ηεο θνχληαο απφ ην νξηδφληην έδαθνο.
21

 

Αο νλνκάζνπκε (΢) απηφ ην ζεκείν. Σν (΢) θηλείηαη ζε πεξηθέξεηα 

θχθινπ (Κ, R). Έζησ θ ε επίθεληξε γσλία πνπ βαίλεη ζην ηφμν AB , φπνπ Β ε 

ζέζε ηνπ ζε θάπνηα θάζε ηεο ηαιάλησζεο. 

Σφηε ε απφζηαζε ηνπ (΢) απφ ην έδαθνο είλαη y + h. 
  

 
 

΢ρήκα 2: Απεηθόληζε ηεο ηαιάλησζεο ηνπ ζεκείνπ (Σ) 
 

 

΢ην ηζνζθειέο ΚΑΒ είλαη  

θ
2σ θ σ π

2
      

Ζ   είλαη γσλία ππφ ρνξδήο θη εθαπηνκέλεο, ίζε κε ην κηζφ ηεο 

επίθεληξεο  , πνπ βαίλεη ζην ηφμν ηεο ρνξδήο ΑΒ), νπφηε είλαη  

 θ

2
   

΢ην ΒΑΓ είλαη 

θ
y εκ

2
     (1) 

                                                           
21

  Πξάγκαηη, απηφ έξρεηαη ζε αληίθαζε κε ηελ πξαγκαηηθφηεηα. Όηαλ θάπνηνο θάλεη θνχ-

ληα ηεληψλεη ηα πφδηα ζην αλέβαζκα, γέξλνληαο ην ζψκα πίζσ θαη ηα καδεχεη ζην 

θαηέβαζκα, ψζηε αιιάδνληαο ην θέληξν βάξνπο λα δίλεη ψζεζε. Βαζηθφο λφκνο ηεο Φπ-

ζηθήο, πνπ ηνλ εθαξκφδνπλ εκπεηξηθά ηα κηθξά παηδηά, δίρσο βεβαίσο λα ηνλ γλσξίδνπλ.  
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Τπνινγίδνπκε ην ΑΒ ζπλαξηήζεη ησλ R, θ ζην ΚΑΒ, θέξλνληαο ην χςνο 

απφ ην Κ ζηελ ΑΒ, νπφηε 

θ θ2εκ 2R εκ
2 R 2



      

Σφηε ε (1) γξάθεηαη  

 2 θ
y 2R εκ R 1 ζπλθ

2
     

 

Θα ζεσξήζνπκε φηη ε θίλεζε μεθηλά απφ ην ζεκείν ηζνξξνπίαο Α. Γεια-

δή ην ζεκείν (΢) δέρεηαη κηα αξρηθή ψζεζε. ΢ηελ πξψηε θάζε ηεο ηαιάλησζεο 

θηάλεη ζε έλα κέγηζην Β, δειαδή ε γσλία θ παίξλεη κηα κέγηζηε ηηκή 1  θαη 

θαηφπηλ επηζηξέθεη ζηελ αξρηθή ζέζε Α κε ηε δχλακε ηεο βαξχηεηαο. Κάζε 

θνξά πνπ ην (΢) θζάλεη ζην Α ζπλερίδεη ηελ θίλεζε σο έλα λέν κεγαιχηεξν 

κέγηζην, απμάλνληαο δηαξθψο ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο ππφ ηελ επίδξαζε 

κηαο δχλακεο πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηεο θίλεζεο, γηα ηελ νπνία δερφκαζηε φηη 

πξνθαλψο δελ μεπεξλά ην π, γηαηί ηφηε ζα είρακε θαηαθφξπθε πηψζε κε φηη 

απηφ ζπλεπάγεηαη…  

Ζ γσλία θ κεηαβάιεηαη ζε ζπλάξηεζε κε ην ρξφλν t. Οπφηε θ(0) = 0, 

θ(t1) = θ
1
 θ.ν.θ.   

Σν γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο     f t h R 1 ζπλθ t   , πνπ δίλεη ην 

χςνο ηνπ ζεκείνπ (΢) γηα ηηο ζηαζεξέο ηηκέο ηνπ R θαη ηνπ h, ζην δηάζηεκα 

 10, t , είλαη ην εμήο: 

 

 

΢ρήκα 3: Γξαθηθή Παξάζηαζε ηεο     f t = h+R 1- ζπλθ t  
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Καηφπηλ, ην χςνο ηνπ (΢) κηθξαίλεη, θηάλεη ζην Α ηε ρξνληθή ζηηγκή t
2
 

θαη θαηφπηλ απμάλεηαη σο κηα ζέζε Β΄, ηε ρξνληθή ζηηγκή t
3

 . Θέζε πνπ είλαη 

πςειφηεξε ηνπ Β, ζχκθσλα κε ηελ εθθψλεζε. Καηφπηλ επηζηξέθεη ζηε ζέζε 

ηζνξξνπίαο Α θ.ν.θ. 

 
 

΢ρήκα 4: Απεηθόληζε ηεο ηαιάλησζεο ηνπ ζεκείνπ (Σ) 
 

΢ην δηάζηεκα  1 2t , t  ην γξάθεκα πξέπεη λα κνηάδεη ζπκκεηξηθφ ηνπ 

αξρηθνχ. σο πξνο ηελ θάζεηε x = t
1
. Γελ ιέκε φηη είλαη αθξηβψο ζπκκεηξηθφ, 

γηαηί απηφ ζα απαηηνχζε ν ρξφλνο αλφδνπ λα είλαη ίζνο κε ην ρξφλν θαζφδνπ, 

θάηη πνπ δελ δίλεηαη.  

Καηφπηλ ζην  2 3t , t  έρνπκε μαλά ην γξάθεκα ηεο  

    f t h R 1 ζπλθ t   , κε  2y t h  θαη    3 1y t y t  

θ.ν.θ. 
 

Έηζη γελληνχληαη ελδηαθέξνληα εξσηήκαηα, δερφκελνη φηη ε γσλία κεηα-

βάιιεηαη κε ζηαζεξφ ξπζκφ, ψζηε λα κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα 

εξγαιεία ηεο κειέηεο ΢πλαξηήζεσλ. 
 

α) Πνηνο ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο ζηε δηαζηήκαηα ηεο θίλεζεο πξνο ηα πί-

ζσ; Πνηνο ν γεληθφο ηχπνο ηεο f; 

β) Πνηα ε θακππιφηεηα ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηαζηήκαηα  1t , t  , φπνπ 

δηαηεξεί ηελ ίδηα θνξά θίλεζεο; 

γ) Δίλαη ζπλερήο ε ζπλάξηεζε ζηα ζεκεία πνπ αιιάδεη θνξά; Δίλαη παξα-

γσγίζηκε ζ‟ απηά ηα ζεκεία; 
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Απαληήζεηο: 

α)  Αθνχ ε γσλία κεηαβάιεηαη κε ζηαζεξφ ξπζκφ, ηφηε ε πεξίνδνο ηεο 

θίλεζεο είλαη 2t1. Οπφηε ε ζπλάξηεζε πνπ δίλεη ην χςνο ηνπ (΢) ζην 

   1 2 1 1t , t t , 2t  είλαη    1 1f t f t 2t  . 

Ο γεληθφο ηχπνο ηεο f είλαη   

 

    

    

    

    

1

1 1 2 2 1

2 3

3 3 4 4 3

h R 1 ζπλθ t , t 0, t

h R 1 ζπλθ t 2t , t t , t , t 2t

f t h R 1 ζπλθ t , t t , t

h R 1 ζπλθ t 2t , t t , t , t 2t

.......................................................................

   


    


   


    



 

β) Ζ f(t) είλαη δηπιά παξαγσγίζηκε ζε θάζε αλνηρηφ δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνχ ηεο. Ζ f(t) είλαη θνίιε φηαλ ε γσλία θ αλήθεη ζην 0,
2

 
 
 

 θαη 

θπξηή ζην ,
2

 
 

 
. 

γ) Δίλαη ζπλερήο ζηα ζεκεία φπνπ αιιάδεη ε θνξά ηεο θίλεζεο, αιιά φρη 

παξαγσγίζηκε ζ‟ απηά. Δίλαη παξαγσγίζηκε ζηα ζεκεία ηζνξξνπίαο. Με 

βάζε ηα πξνεγνχκελα, ε ζρεκαηηδφκελε γξαθηθή παξάζηαζε είλαη 

πεξίπνπ:  
 

 
΢ρήκα 5: Γξαθηθή Παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ ύςνπο ηνπ ζεκείνπ (Σ) 

 

Πξάγκαηη, ινηπφλ, δελ ζπκπίπηεη κε ηελ πξνηεηλφκελε σο ζσζηή απφ ηνλ 

PISA. Γείηε, εμάιινπ έλα ζρεηηθφ ζρήκα απφ ην ζρνιηθφ βηβιίν ηεο Β΄ Λπθεί-

νπ ζηελ ελφηεηα ησλ πεξηνδηθψλ ζπλαξηήζεσλ.
22

 

                                                           
22

  ΢ην [8], ζ.73. 
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Δηθόλα 8:  Απεηθόληζε ηνπ ύςνπο θνύληαο  

ζην βηβιίν Άιγεβξαο Β΄ Λπθείνπ 

 

Σν ζέκα ηνπ PISA ζηάζεθε απιψο ε αθνξκή γηα έλα νπζηαζηηθφ πξφβιεκα,  

πνπ αληαλαθιά κηα ξεαιηζηηθή θαηάζηαζε, ζηέθεηαη ζηα ζχλνξα ησλ Μαζε-

καηηθψλ θαη ησλ Σαιαληψζεσλ ηεο Φπζηθήο θαη εκπιέθεη ηνπο καζεηέο ή θνη-

ηεηέο ζε κηα πινπζηφηαηε θαη ελδηαθέξνπζα δηεξεπλεηηθή δηεξγαζία, πνπ κά-

ιηζηα νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη ε πξνηεηλφκελε απάληεζε ηνπ PISA δελ εί-

λαη ζσζηή! Αλ κέλακε κφλν ζην αξρηθφ εξψηεκα ζα ράλακε ηελ πξνζηηζέκελε 

αμία ηεο καζεκαηηθνπνίζεο θαη δηεξεχλεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 
 

 

Νηεπόδηην λεξνύ 
 

Σν 2003 δφζεθε ζην Πξφγξακκα PISA ην παξαθάησ ζέκα:  

 

 

Νηεπόδηην λεξνύ 

  Έλα ληεπφδηην λεξνχ έρεη ηε κνξθή θαη ηηο 

δηαζηάζεηο πνπ θαίλνληαη ζην δηπιαλφ ζρήκα. 

Αξρηθά ην ληεπφδηην είλαη άδεην. Μεηά ην 

γεκίδνπκε λεξφ κε ξπζκφ έλα ιίηξν αλά 

δεπηεξφιεπην.  
 

Πνηα απφ ηηο παξαθάησ γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

δείρλεη πψο ην χςνο ηνπ λεξνχ κεηαβάιιεηαη κε 

ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ; 
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Δηθόλα 9:  Η εθθώλεζε ηνπ ζέκαηνο ΝΣΔΠΟΕΗΣΟ ΝΔΡΟΤ 
 

Οη άμνλεο ζηα δηαγξάκκαηα δελ έρνπλ βαζκνλφκεζε, άξα δελ δεηνχληαη 

ππνινγηζκνί, παξά κφλν εκπεηξηθή εθηίκεζε ηνπ δηαγξάκκαηνο πνπ ηαηξηάδεη. 

Σα δηαγξάκκαηα (Α) θαη (Δ) απνξξίπηνληαη άκεζα, αθνχ δείρλνπλ φηη ην χςνο 

αξρηθά απμάλεη θαη θαηφπηλ ζηαζεξνπνηείηαη, θάηη πνπ δελ κπνξεί λα ζπκ-

βαίλεη. Δπίζεο ην (Γ) απνθιείεηαη, αθνχ δείρλεη φηη ην χςνο είλαη επζέσο αλά-

ινγν ηνπ ρξφλνπ, πνπ επίζεο δελ ηαηξηάδεη, εθφζνλ ην θάησ ηκήκα ηεο δεμα-

κελήο είλαη αληεζηξακκέλνο θψλνο. 

΢ην (Β) θαη ζην (Γ) έρνπκε κηα γλεζίσο αχμνπζα θακπχιε έσο κηα ρξν-

ληθή ζηηγκή θαη επζεία γξακκή θαηφπηλ, γξάθεκα πνπ ηαηξηάδεη κε ην ζρήκα 

ηεο δεμακελήο. Σν δίιεκκα πνπ πξνθχπηεη είλαη αλ ζα επηιεγεί ε θνίιε θα-

κπχιε (Β) ή ε θπξηή (Γ); Σν πξφγξακκα επηιέγεη ηε (Β). Γίλεη 1 βαζκφ ζηε 

(Β) θαη 0 βαζκνχο ζε νπνηαδήπνηε άιιε απάληεζε. Άξα ζεσξεί εμίζνπ ιάζνο 

ηελ επηινγή (Α), (Γ), (Δ) κε ηε (Γ).  

Μηα πξνθαλήο εμήγεζε ηεο επηινγήο ηνπ δηαγξάκκαηνο Β είλαη ε εμήο: 

Αξρηθά ην χςνο απμάλεη κε πςειφ ξπζκφ, επεηδή ην ληεπφδηην είλαη αληε-

ζηξακκέλνο θψλνο, άξα ζηελφ ζηε βάζε ηνπ. Καηφπηλ ν ξπζκφο κεηψλεηαη, 

εθφζνλ είλαη πιαηχηεξν θαη ηέινο ην χςνο απμάλεη κε ζηαζεξφ ξπζκφ, αθνχ 

είλαη θπιηλδξηθφ. 
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Εεηείηαη, δειαδή, ε δηαηζζεηηθή θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο θαη ηεο ζεκα-

ζίαο ηνπ ξπζκνύ κεηαβνιήο σο παξαγψγνπ ηεο ζπλάξηεζεο ζέζεο ηνπ χςνπο 

ηνπ λεξνχ, απφ καζεηέο πνπ θνηηνχλ ζηελ Α΄ Λπθείνπ.   

 

Ζ καζεκαηηθνπνίεζε ηνπ ζέκαηνο ηνπ PISA.  
 

 Σν ζέκα απηφ κπνξεί λα πξνεθηα-

ζεί ζε κηα άθξσο ελδηαθέξνπζα εθαξκν-

γή ησλ παξαγψγσλ ζηε Γ΄ Λπθείνπ α-

θνχ είλαη έλα ξεαιηζηηθφ πξφβιεκα ξπζ-

κνχ κεηαβνιήο. 

Μειεηάκε ηε ζπλάξηεζε ηνπ χ-

ςνπο, αμηνπνηψληαο ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Παίξλνπκε ηελ θαηαθφξπ-

θε επίπεδε ηνκή (Ο, ΑΒ) ζην θέληξν 

ηεο βάζεο ηνπ θψλνπ. 
 

 Απφ ηελ νκνηφηεηα ησλ ηξηγψλσλ 

ΟΑΒ θαη ΟΑ΄Β΄ έρνπκε  
 

OA AB h 1,5 h
R

OA A B R 0,5 3
    
  

 

  

 Οπφηε, ν φγθνο ηνπ θψλνπ δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν  

2 3

ψ

1 1
V hR h

3 27
       

 Αθνχ ην χςνο θαη ν φγθνο κεηαβάιινληαη ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ, 

έρνπκε  

     3

ψ 1V V t h t , t 0, t
27

 


   ,  

φπνπ t
1
 ν ρξφλνο πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα γεκίζεη ν θψλνο. 

  Ζ ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε κε      2V t h t h t
9


  . 

 Δίλαη   3V t 1 lt / sec 0,001 m / sec   , νπφηε  

 

 

΢ρήκα 6: Καηαθόξπθε επίπεδε  

ηνκή θώλνπ 



101 

   
  

 

3

2

3

h t9 9t
h t h t

1000 3 1000

27
h t t c, c .

1000

         
   
 

   




 

 Δίλαη  h 0 0 , νπφηε c = 0, άξα    3
1

t
h t 0,3 , t 0, t  


,  

(ην χςνο h κεηξηέηαη ζε κέηξα). 
 

 Ζ ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε κε  

   2/3 5/3

3 3

0,1 0,2
h t t 0 h t t 0

3

       
  

,  ζην  10, t  

νπφηε ε h(t) είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη θνίιε ζην  10, t . 

 

 Σε ρξνληθή ζηηγκή t
1
, πνπ γεκίδεη ν θψλνο, ν φγθνο ηνπ λεξνχ είλαη  

  3

1

1
V t 0,25 1,5 0,125 m 392,7 lt

3
      , 

νπφηε, αθνχ ε δεμακελή γεκίδεη κε ξπζκφ 1 lt/sec ζα είλαη . 

1t 125 393 sec   . 
 

 Ο φγθνο ηνπ θπιίλδξνπ είλαη 
2

ίV R h 0,25 h      , 

νπφηε, ζην δηάζηεκα  1 2t , t  ν φγθνο ηνπ λεξνχ ηεο δεμακελήο δίλεηαη απφ ηνλ 

ηχπν  

     1V t V t 0,25 h t    

 Δίλαη  

      30,001 0,004
V t 0,25 h t h t m / sec

0,25
      

 
 

νπφηε  

  1 1

0,004
h t t c , c  


  

 Δπεηδή  1h t 1,5 m , ζα είλαη  

1 1 1

0,004
1,5 125 c 1,5 0,5 c c 1       


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 Άξα, ε ζπλάξηεζε πνπ δίλεη ην χςνο ηνπ λεξνχ ζηε δεμακελή είλαη 
 

 
 

 

3
1

1 2

t
0,3 , t 0, t

h t
0,004

t 1, t t , t


 

  
  
 

 

 

 Ο φγθνο ηνπ θπιίλδξνπ είλαη  
 

3

ίV 0,375 m     
 

νπφηε, αθνχ ε δεμακελή γεκίδεη κε ξπζκφ 1 lt/sec ζα είλαη . 
 

2t 125 375 500 1571sec      . 

 

 

 Με ηε βνήζεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ, κπνξνχκε λα ζέζνπκε δηάθνξα εξσηε-

καηα, φπσο ηελ εχξεζε ηνπ χςνπο ηνπ λεξνχ ή ηνπ φγθνπ ηεο δεμακελήο 

νπνηαδήπνηε ρξνληθή ζηηγκή. Αλ είλαη παξαγσγίζηκε ε ζπλάξηεζε ζην ζεκείν 

αιιαγήο ηχπνπ θ.α. 
 

 Δπίζεο έρνπλ ελδηαθέξνλ εξσηήκαηα ζρεηηθά κε ηε βαζκνλφκεζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο αμφλσλ. Π.ρ. αλ ην ζεκείν ηεο θακπύιεο, ηε ζηηγκή πνπ γεκίδεη ν 

θώλνο έρεη ζπληεηαγκέλεο Α(α, β). Πνηεο νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Β, ηε 

ζηηγκή πνπ γεκίδεη ε δεμακελή;      
 

Απάληεζε:   

 Δίλαη Β(4α, 2β), αθνχ ν θχιηλδξνο ζέιεη ηξηπιάζην ρξφλν γηα λα γεκίζεη 

ζε ζρέζε κε ηνλ θψλν θαη έρεη δηπιάζην χςνο.  

 

 

 Δδψ, κε ηε βνήζεηα ηεο κειέηεο ηεο ζπλάξηεζεο, ζπκπεξαίλνπκε φηη ε  

πξνηεηλφκελε απάληεζε (Β) είλαη ζσζηά ζρεδηαζκέλε ζην πξφρεηξν θαη αβα-

ζκνιφγεην ζχζηεκα αμφλσλ ηνπ PISA. 

 Πξάγκαηη, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο κε αλαινγίεο αμφλσλ 

x x 180

y y 1





 είλαη ε εμήο: 
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΢ρήκα 7: Γξαθηθή Παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ ύςνπο ηνπ λεξνύ 

 
 

 ΢ε κηα εξεπλεηηθή εξγαζία ζηελ ηάμε, ζα κπνξνχζακε λα εκπινπηίζνπκε 

ην ζέκα κε ελδηαθέξνπζεο εξσηήζεηο, πνπ είλαη δπλαηφλ λα απαληεζνχλ θαη 

δίρσο ηελ πιήξε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο: 
 

α) Πόζν ρξόλν ρξεηάδεηαη γηα λα γεκίζεη εληειώο ε δεμακελή; 
 

Απάληεζε:  

 Ζ δεμακελή ρσξά 3

.

1
V 0,25 1,5 0,25 1,5 500 m

3
           

 Αθνχ γεκίδεη κε ξπζκφ lt1
sec

 ρξεηάδεηαη 500·π sec, δειαδή πεξίπνπ 

1571 sec ή 26 min θαη 11 sec.  
 

β) Πόζν ρξόλν ρξεηάδεηαη γηα λα γεκίζεη ην θσληθό ηκήκα θαη πόζν ην 

θπιηλδξηθό; Δίηε δηαθνξεηηθά: Πόζν ρξόλν ρξεηάδεηαη γηα λα γεκίζεη σο ην 

κηζό ύςνο; 
 

Απάληεζε:  

 Σν θσληθφ ηκήκα ηεο δεμακελήο ρσξά 3

ψ

1
V 0,25 1,5 0,125 m

3
        

  Αθνχ γεκίδεη κε ξπζκφ lt1
sec

 ρξεηάδεηαη 125π sec, δειαδή πεξίπνπ  

 393 sec = 6 min θαη 33 sec. 
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γ) Σην κηζό ρξόλν ιεηηνπξγίαο ηεο βξύζεο ζε ηη ύςνο ζα έρεη θηάζεη ην λεξό; 
 

Απάληεζε:  

 ΢ην 1/4 ηνπ ρξφλνπ έρεη γεκίζεη ν θψλνο, κε χςνο 1,5 m, άξα ζην 

ππφινηπν 1/4 ηνπ ρξφλνπ ζα έρεη θηάζεη ζην 1/3 ηνπ χςνπο ηνπ 

θπιίλδξνπ. ΢πλνιηθά, ζα έρεη θηάζεη ζε χςνο 2 m.   

 Πξάγκαηη, αλ βάινπκε ζηνλ ηχπν t = 250π, ζα βξνχκε h(250π) = 2 m. 

 

 

Μεξηθά ζπκπεξάζκαηα θαη πξνηάζεηο 

 

΢ηε δηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ ε δεκηνπξγία απζεληηθψλ πξνβιεκάησλ 

απνηειεί δηαξθή πξφθιεζε θαη απαηηεί ζπλερή εξεπλεηηθή δξαζηεξηφηεηα θαη 

παξαθνινχζεζε ησλ εμειίμεσλ (βιέπε π.ρ. ηα [10], [19], [20], [21] θαη [22]). 

Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ ην πξνθεηηθφ – πξνεηδνπνηεηηθφ θείκελν ηνπ Νίθνπ Κια-

νπδάηνπ απφ ην 1990:
23

  
 

 Σν θχκα ηνπ Problem Solving – Modelling and Applications είλαη πξαγκα-

ηηθά αλαπφθεπθην, φρη κε ηελ έλλνηα ηνπ θπζηθνχ θαηλνκέλνπ, αιιά σο αληη-

ζηνίρηζε ηεο καζεκαηηθήο καο εθπαίδεπζεο κε ηηο ήδε ππάξρνπζεο θνηλσ-

ληθέο, νηθνλνκηθέο, ηερλνινγηθέο θαη άιιεο ζπλζήθεο. (…) Αλεμάξηεηα ινη-

πφλ απφ πξνζσπηθέο αληηιήςεηο θαη επηινγέο, νθείινπκε λα πξνεηνηκάζνπκε 

ηηο ζπλζήθεο ψζηε ε καζεκαηηθή καο εθπαίδεπζε λα δερζεί, λα αθνκνηψζεη 

θαη ηειηθά λα σθειεζεί ην κέγηζην δπλαηφ απφ ηηο επεξρφκελεο αιιαγέο. 
 

Ζ κεγάιε απνηπρία ησλ ππνςεθίσλ ζην Θέκα Γ ησλ παλειιαδηθψλ εμε-

ηάζεσλ ηνλ Ηνχλην ηνπ 2018 δελ ήηαλ παξά ε «θνξπθή ηνπ παγφβνπλνπ» ελφο 

πνιχ βαζηθνχ πξνβιήκαηνο δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο, πνπ δηαρέεηαη ζε νιφ-

θιεξν ην θάζκα ηεο ειιεληθήο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο. Σν πξφβιεκα απηφ 

αληαλαθιά άκεζα ηελ αλάγθε θαηάξηηζεο ησλ δηδαζθφλησλ ζηηο ζχγρξνλεο 

ηάζεηο ηεο δηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ φπνπ θπξίαξρν ξφιν δηαδξακαηίδεη ε 

επίιπζε πξνβιήκαηνο. Ζ αιιαγή ησλ πξνγξακκάησλ ζπνπδψλ θαη ησλ δηδα-

θηηθψλ βηβιίσλ είλαη ίζσο κηα αλαγθαία, αιιά (φπσο δηδάζθεη ην παξειζφλ) 

θαζφινπ ηθαλή ζπλζήθε γηα πινπνίεζε ησλ θαηλνηνκηψλ, ηδηαίηεξα ζε έλα 

εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα πνπ ηα ηειεπηαία ρξφληα θαίλεηαη φηη έρεη ράζεη θάζε 

επαθή κε ηελ έλλνηα ηεο επηκφξθσζεο. Μεγαιχηεξε πξφθιεζε φκσο απνηειεί 
                                                           
23

  ΢ην [23], ζζ. 60-61. 
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ε αιιαγή λννηξνπηψλ θαη δηδαθηηθψλ πξαθηηθψλ πνπ ζα κεηαθέξεη ηα απφηε-

ιέζκαηα ηεο έξεπλαο κέζα ζηε ζρνιηθή ηάμε. Όπσο δείρλεη ε πξνεγνχκελε 

αλάιπζε ηνπ ζέκαηνο ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ θαη ησλ ζπγθεθξηκέλσλ 

πξνβιεκάησλ απφ ηα ζρνιηθά βηβιία ή ην πξφγξακκα PISA, ε εθαξκνγή ηεο 

επίιπζεο πξνβιήκαηνο ζηε ζρνιηθή ηάμε απαηηεί αλάιεςε πξσηνβνπιηψλ θαη 

πξνζεθηηθφ ζρεδηαζκφ θάζε βήκαηνο ηεο δηδαζθαιίαο.  
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