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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 
 

Ζ παξνχζα εξγαζία απεπζχλεηαη ζε εθπαηδεπηηθνχο πνπ δηδάζθνπλ 

ζηεΒ΄ Σάμε ησλ Γεληθψλ Λπθείσλ θαη αλαθέξεηαη ζε εθαξκνγέο ηεο εθζεηηθήο 

ζπλάξηεζεο θαη εηδηθφηεξα ηνπ Νφκνπ ηεο Δθζεηηθήο Μεηαβνιήο. ΢ην πιαίζην 

απηφ πξνηείλνληαη κηα ζεηξά πξνβιεκάησλ πνπ άπηνληαη 

δηάθνξσλεπηζηεκνληθψλρψξσλ, κε ηελ ειπίδα φηη απηά αθελφο ζα  

πξνθαιέζνπλ ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηψλ θαη αθεηέξνπ ζα ηνπο βνεζήζνπλλα 

αληηιεθζνχλ ην ζεκαληηθφ ξφιν πνπ δηαδξακαηίδνπλ ηα καζεκαηηθά ζε 

θαηλνκεληθά άζρεηεο επηζηήκεο.  

Πξνηείλεηαη,επίζεο, ζηνπο δηδάζθνληεο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ζηελ 

ηάμεκηα εθαξκνγή πνπ ππάξρεη ζηε δηεχζπλζε 

https://phet.colorado.edu/el/simulation/radioactive-dating-game,  κε ηελ νπνία 

νη καζεηέο κπνξνχλ λα επηιέγνπλ πξνβιήκαηα ξαδηνρξνλνιφγεζεο θαη λα ηα 

επηιχνπλ, ζπκκεηέρνληαοθαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν ελεξγά ζηε δηαδηθαζία ηεο 

κάζεζεο. 

 
ABSTRACT 

The following is addressed to educators, who teach 2nd grade of General 

Lyceums and refers to applications of the exponential function and specifically, 

the Law of Exponential Change. In this context, a number of problems is 

proposed, which concern different scientific areas, in the hope that these, not 

only will challenge the pupils, but also help them understand the important role 

that Mathematics play, in apparently irrelevant sciences. 

It is suggested also, to teachers, to use in class, an application that can be 

found at web  address https://phet.colorado.edu/el/simulation/radioactive-dating-game,, 

with which pupils can chose problems of radio-dating, taking part this way, 

also, actively in the learning process. 

 

ΛΔΞΔΗ΢ ΚΛΔΗΓΗΑ 

https://phet.colorado.edu/el/simulation/radioactive-dating-game
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ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

 

Γε ρξεηάδεηαη λα αλαηξέμνπκε ζε εηδηθέο κειέηεο,γηα λα ππνζηεξίμνπκε 

φηη αξθεηνί καζεηέο  δε ζπκπαζνχλ ηα καζεκαηηθά θαη,κάιηζηα, δε ζα ήηαλ 

ππεξβνιή  αλ ιέγακε φηη ηξέθνπλ ηζρπξή αληηπάζεηα θαη ληψζνπλ δένο γη‟ 

απηά. 

΢πρλά, κάιηζηα, ξσηνχλ: «Γηαηί ζα πξέπεη λα ην κάζσ θη απηφ; Πνχ ζα 

κνπ ρξεηαζηεί;».  ΢ε ηέηνηνπ είδνπο εξσηήζεηο ηνπο πνπ αθνξνχλ ζηε 

ρξεζηκφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ ζα κπνξνχζακε λα ηνπο απαληήζνπκε φηη είλαη 

ρξήζηκα, γηαηί κεηαμχ ησλ άιισλ ζπκβάιινπλ:([7],ζει.9) 

 ΢ηελ νινθιήξσζε ηεο πξνζσπηθφηεηαο ησλ αλζξψπσλ, θαζφζνλ ηα 

καζεκαηηθά αλαπηχζζνπλ ηελ παξαηεξεηηθφηεηα, ηε δχλακε 

απηνζπγθέληξσζεο, ηελ πξσηνβνπιία, ηε δεκηνπξγηθή θαληαζία, ηελ 

πεηζαξρεκέλε ζθέςε, θαιιηεξγνχλ ην αίζζεκα ηνπ σξαίνπ θαη 

δηεγείξνπλ ην θξηηηθφ πλεχκα.  

 ΢ηελ αλάπηπμε ηεο ηθαλφηεηαο γηα ηελ αθξηβή ζχιιεςε ησλ ελλνηψλ, 

ησλ ηδηνηήησλ θαη ησλ κεηαμχ ηνπο ζρέζεσλ, ηδηαηηέξσο κάιηζηα εθείλσλ 

πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ θαηαλφεζε θαη επίιπζε πξνβιεκάησλ ηεο 

ζχγρξνλεο δσήο.  

 ΢ηνλ  εζηζκφ ησλ αηφκσλ ζηε δηαηχπσζε ησλ δηαλνεκάησλ κε ζαθήλεηα, 

αθξίβεηα, απζηεξφηεηα, ιηηφηεηα θαη θνκςφηεηα.  

Βέβαηα, παξά ηνπο παξαπάλσ ηζρπξηζκνχο, ν καζεηήο ην πηζαλφηεξν είλαη 

λα εκκέλεη ζηελ αξρηθή ηνπ άπνςε γηαηα καζεκαηηθά, φηη δειαδή απηάείλαη 

απσζεηηθά, αλππφθνξα βαξεηά θαη έρνπλ ειάρηζηε αμία, αλ εμαηξέζνπκε 

θάπνηεο πξαθηηθέο εθαξκνγέο κέηξεζεο ή επίιπζεο εμηζψζεσλ. 
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Μπνξνχκε λα αιιάμνπκε θαη κε πνην ηξφπν ηελ αξλεηηθή ζέζε-ζηάζε ησλ 

καζεηψλ απέλαληη ζηα καζεκαηηθά; 

  Γηα λα αγαπήζνπλ νη  καζεηέο καο ηα καζεκαηηθά, δε θηάλεη λα ηνπο 

δηαβεβαηψλνπκε γεληθψο θαη ανξίζησο φηη κηα κέξα ζα θαηαιάβνπλ ηελ αμία 

ησλ καζεκαηηθψλ πνπ ηνπο δεηνχκε λα κάζνπλ ζήκεξα. 

  Αλ ηα καζεκαηηθά δελ ηα δσληαλέςεη ν αέξαο ηεο πξαγκαηηθφηεηαο, 

είλαη θξνχδα, κάηαηε ε ειπίδα καο φηη νη καζεηέο καο ζα ηα αγαπήζνπλ θαη φηη 

ζα αληηιεθζνχλ ηνλ ζεκαληηθφ ξφιν πνπ δηαδξακαηίδνπλ ζηελ εθπαίδεπζε θαη 

ζηε δσή.  

   Απηή, ινηπφλ, ε πνιππφζεηε δσληάληα θαη ε ελεξγνπνίεζε ηνπ καζεηή 

ζηα καζεκαηηθά ζεσξνχκε φηη κπνξεί  λα πξαγκαηνπνηεζεί: 

 Αλ αιιάμεη ν ηξφπνο δηδαζθαιίαο ηνπο. 

 Αλ δνζεί έκθαζε ζηηο ηθαλφηεηεο ηνπ καζεηή γηα ηελ αληηκεηψπηζε  

πξνβιεκάησλ πνπ είλαη γλήζηα θη έρνπλ λφεκα γη‟ απηφλ.([3], ζει 183). 

 Αλ ηνλ θάλνπκε λα αληηιεθζεί φηη εμππεξεηνχλ πξνπάλησλ πξαθηηθνχο 

ζθνπνχο θαη φηη ηθαλνπνηνχλ θαζεκεξηλέο αλάγθεο θαη επηδηψμεηο. 

 Αλ ηνπ απνδείμνπκε ηελ αμία ησλ καζεκαηηθψλγηα ηνπο πεξηζζφηεξνπο 

επηζηεκνληθνχο θιάδνπο, φπσο νη επηζηήκεο πγείαο, νη νηθνλνκηθέο 

επηζηήκεο, ε λαπζηπινΐα θ.ά. 

 Αλ ηνλ νδεγήζνπκε λα θαηαιάβεη φηη μεθηλψληαο λα επηιχζνπκε έλα 

ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα  πνιιέο θνξέο νδεγνχκαζηε ζηε γέλεζε 

αθεξεκέλσλ καζεκαηηθψλ ζεσξηψλ, νη νπνίεο εθ ησλ πζηέξσλ έξρνληαη 

λα «θνπκπψζνπλ» κε άιιεο επηζηήκεο. 

Γηα παξάδεηγκα: 

 Ζ κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ησλ θσληθψλ ηνκψλ θαη εηδηθφηεξα  ηεο 

αλαθιαζηηθήο ηδηφηεηαο ηεο παξαβνιήο, ηεο έιιεηςεο θαη ηεο ππεξβνιήο 

δελ έγηλε γηα ηελ επίιπζε πξαθηηθψλ πξνβιεκάησλ. Οη ηδηφηεηεο ήηαλ 

εθεί θαη πεξίκελαλ κέρξη πνπ νη κεραληθνί αλαθάιπςαλ φηη ε 

αλαθιαζηηθή ηδηφηεηα ηεο παξαβνιήο βξίζθεη εθαξκνγή ζηνλ ζρεδηαζκφ 

ησλ θαλαξηψλ ησλ απηνθηλήησλ,  ε αλαθιαζηηθή ηδηφηεηα ηεο έιιεηςεο 

ζηελ θαηαζθεπή  «ζηνψλ κε εηδηθή αθνπζηηθή» θαη ζηε ιηζνζξπςία θαη, 

ηέινο, ε  αλαθιαζηηθή ηδηφηεηα ηεο ππεξβνιήο βξίζθεη εθαξκνγή ζηελ 

θαηαζθεπή αλαθιαζηηθψλ ηειεζθνπίσλ θαζψο θαη ζηε λαπζηπινΐα γηα 

ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ζηίγκαηνο ησλ πινίσλ. ([1], ζει. 96,109,121). 

 Ζ κειέηε ηεο κεηαβνιήο ελφο πιεζπζκνχ νδήγεζε ζηνλ λφκν ηεο 

εθζεηηθήο κεηαβνιήο, ηνλ νπνίν ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνίεζαλ θαη 

ρξεζηκνπνηνχλ πνιιέο επηζηήκεο, φπσο ε αξραηνινγία, νη επηζηήκεο 

πγείαο, νη θπζηθέο επηζηήκεο, νη νηθνλνκηθέο επηζηήκεο θ.ά. 

Με απηέο ηηο ζθέςεηο ζεσξνχκε φηη νη εθπαηδεπηηθνί ζα πξέπεη λα  

πξνηείλνπλ ζηνπο καζεηέο ηνπ κηα ζεηξά πξνβιεκάησλ ηεο θαζεκεξηλφηεηαο, 

απφ δηάθνξνπο επηζηεκνληθνχο ρψξνπο,ζπκπιεξσκαηηθά κε ηα αληίζηνηρα 
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πξνβιήκαηα ησλ ζρνιηθψλ βηβιίσλ, κε ηελ ειπίδα φηη ε ελαζρφιεζε ησλ 

καζεηψλκε απηάπαξάιιεια κε ηελ  ηαπηφρξνλε ρξήζε θαηάιιεισλ 

ινγηζκηθψλ, φπσο excel, Geogebra, FunctionProbeθ.ι.π,  φπνπ θπζηθά 

ελδείθλπηαη, ζα ζπκβάιιεη ζηελ αιιαγή ζηάζεο ησλ καζεηψλ γηα ηε 

ρξεζηκφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ. 

 

ΥΡΟΝΟΛΟΓΖ΢Ζ ΕΧΗΚΧΝ ΑΡΥΑΗΟΛΟΓΗΚΧΝ ΠΔΡΗΒΑΛΛΟΝΣΗΚΧΝ 

ΤΛΗΚΧΝ 

 

Σν φλεηξν Αξραηνιφγσλ θαη Παιαηνληνιφγσλ ήηαλ λα απνθηήζνπλ κηα 

κέζνδν γηα ηε  ρξνλνιφγεζε παιηψλ αληηθεηκέλσλ. Σν φλεηξν απηφ έγηλε 

πξαγκαηηθφηεηα κε ηε ιεγφκελε κέζνδν ρξνλνιφγεζεο κε ξαδηελεξγά πιηθά, 

φπσο ξαδηνάλζξαθα 14

6 C , ν νπνίνο είλαη έλα ξαδηνελεξγφ ηζφηνπν ηνπ άλζξαθα, 

ξαδηελεξγνχ ξαδίνπ 226 ( 226 Ra ), ξαδηελεξγνχπνιψληνπ( 210

0  ), θ.ά. 

 

Ζ ηερληθή  ηεο  ρξνλνιόγεζεο κε ξαδηνάλζξαθα ή άλζξαθα-14 

([6],ζει.65-66). 

Ζρξνλνιφγεζε κεξαδηνάλζξαθα εθαξκφδεηαηζε 

νξγαληθάπιηθά(άλζξαθεο,μχια,νζηάθ.ά.),ηανπνίααλαθαιχπηνληαη 

ζεαξραηνινγηθέοαλαζθαθέο,θαηέρεηφξηνεθαξκνγήοηα50.000ρξφλη

α,θαιχπηνληαοέηζη ηηοπηνβαζηθέο πεξηφδνποηεοεμέιημεοηνπ 

πνιηηηζκνχ.Ζ ηερληθή απηή αλαθαιχθζεθε ην1949απφ 

ηνλΑκεξηθαλφππξεληθφρεκηθφ Willard.F.Libby,1908-1980. Γηα 

ηελ νινθιήξσζή ηεο εξγάζηεθε 10 ρξφληα θαη, ιφγσ ηεο 

ζπνπδαηφηεηάο ηεο, πήξε ην Βξαβείν Νφκπει ην 1960.  

 

Ο W. Libby έθαλε ηηο εμήο δηαπηζηψζεηο: 

1
ε
Σν άδσην, φηαλ βνκβαξδίδεηαη κε λεηξφληα, κεηαηξέπεηαη ζε ξαδηνάλζξαθα. 

Σέηνηεο δηαζπάζεηο γίλνληαη ζπλερψο ζην άδσην ηεο αηκφζθαηξαο, κε απνηέιεζκα 

ην δηνμείδην ηνπ άλζξαθα ηεο αηκφζθαηξαο λα πεξηέρεη ζε κηθξφ πνζνζηφ θαη 

ξαδηνάλζξαθα. Όια ηα βηνινγηθά πιηθά (θπηά, δψα), παίξλνληαο δηνμείδην ηνπ 

άλζξαθα απφ ηελ αηκφζθαηξα, γίλνληαη θαη απηά ξαδηελεξγά. ΢ηε ζπλέρεηα φηαλ 

απηά «πεζάλνπλ» (ην θπηφ μεξαζεί, ην δέληξν πινηνκεζεί ή ην δψν πεζάλεη) δελ 

παίξλνπλ πιένλ ξαδηνάλζξαθα απφ ηελ αηκφζθαηξα. Δπεηδή φκσο  ν 

ξαδηνάλζξαθαο πνπ πεξηέρνπλ αξρίδεη λα δηαζπάηαη ρσξίο λα κπνξεί λα 

αληηθαηαζηαζεί, ιφγσηνπ «ζαλάηνπ», ε αξρηθή πνζφηεηά ηνπ ζπλερψο κεηψλεηαη 

θαη κάιηζηα ην ρξνληθφ δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν δηαζπάηαη ε κηζή πνζφηεηα, 

δειαδή ην 50% ηεο αξρηθήο πνζφηεηαο ηνπ 14

6 C , θαη ην νπνίν θαινχκε εκηδσή 

ηνπ 14

6 C , είλαη 5568 ρξφληα.  (Ο αθξηβήορξφλνοεκηδσήοέρεηππνινγηζηείηψξα 

κεκεγαιχηεξεαθξίβεηα θαηείλαη5730 ρξφληα ([5], ζει 5]. 

Φση. 1 
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2
ε
Αλ ζε έλα αξραηνινγηθφ  εχξεκα,θπηηθήο ή δσηθήο πξνέιεπζεο,ππάξρεη 

νζεδήπνηε κηθξήπνζφηεηα ξαδηνάλζξαθα, ηφηε, είλαη δπλαηφλ, κε θαηάιιειεο 

εξγαζηεξηαθέο κεηξήζεηο, λα εθηηκεζεί κε αθξίβεηα ε αλαινγία ηεο 

ππάξρνπζαο πνζφηεηαο  πξνο απηή ηεο αξρηθήο πνζφηεηαο ξαδηνάλζξαθα. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη:([5], ζει. 4) θαη([1], ζει. 169). 

 Ο ξαδηνάλζξαθαο 14

6 C , πνπ ππάξρεη ζε φια ηα βηνινγηθά πιηθά,απφ ηε 

ζηηγκή ηνπ «ζαλάηνπ» ηνπο κεηψλεηαη  αθνινπζψληαο ην λφκν ηεο εθζεηηθήο 

απφζβεζεο. Γεληθφηεξα δε,  έρεη 

δηαπηζησζεί πεηξακαηηθά, φηη, αλ 

έρνπκε κηα πνζφηεηα Qo ελφο 

νπνηνπδήπνηε ξαδηελεξγνχ 

ζηνηρείνπ, ηφηε, κε ηελ πάξνδν ηνπ 

ρξφλνπ, ε πνζφηεηα απηή, εμαηηίαο  

ηεο δηάζπαζεο ηνπ,  κεηψλεηαη 

αθνινπζψληαο ην λφκν ηεο 

εθζεηηθήο απφζβεζεο. 

΢πγθεθξηκέλα, αλ κεηά απφ ρξφλν 

t ε ελαπνκείλνπζα πνζφηεηα είλαη 

Q(t), ηφηε ζα ηζρχεη: 

 
ct

oQ(t) Q e      (1) 

φπνπ ν αξηζκφο c είλαη αξλεηηθφο, αθνχ ε πνζφηεηα ηνπ ξαδηνάλζξαθα 

κεηψλεηαη. Ο αξηζκφο cεμαξηάηαη κφλν απφ ην ξαδηελεξγφ ζηνηρείν θαη, φπσο 

ζα δνχκε παξαθάησ, oc κπνξεί λα ππνινγηζηεί. 

 Θεσξεηηθά ε «δηάξθεηα δσήο» θάζε ξαδηελεξγνχ πιηθνχ είλαη άπεηξε, 

δειαδή δε κεδελίδεηαη πνηέ, αθνχ e
ct
>0 γηα θάζε ηηκή ηνπ t. 

 

Δίλαη επίζεο ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη:([7], ζει.473). 

 Ζεκηδσή ελφο ξαδηελεξγνχ ζηνηρείνπ απνηειεί ζηαζεξφ κέγεζνο πνπ δελ 

εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ  αξρηθψλ ξαδηελεξγψλ ππξήλσλ (δειαδή ηελ 

αξρηθή πνζφηεηα), αιιά  κφλν απφ ηε θχζε ηνπ ξαδηελεξγνχ πιηθνχ θαηπαίδεη 

θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο ειηθίαο ελφο επξήκαηνο.  

Γηα λα δείηε γηαηί έηζη έρνπλ ηα πξάγκαηα, ππνζέηνπκε φηη ε αξρηθή πνζφηεηα 

είλαη Qo. Ζ πνζφηεηα πνπ ζα έρεη παξακείλεη κεηά απφ ρξνληθφ δηάζηεκα t, 

ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν (1),  ζα ηζνχηαη κε: 
ct

oQ(t) Q e  

Αλ tεείλαη ε ρξνληθή ζηηγκή γηα ηελ νπνία ηζρχεη Q(tε) = 
2

1
Qν, ηφηε ζα ηζρχεη: 

Φση. 2 
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o o

ct1
Q Q

2
e  

ct1

2
e  

1
ln

2
ct

 
  

 
 ln 2ct    

ln 2
t

c
        (2) 

Ζ ηηκή tε είλαη ε εκηδσή ηνπ ζηνηρείνπ ε νπνία, φπσο πξνθχπηεη απφ ηνλ ηχπν 

(2), εμαξηάηαη κφλν απφ ηελ ηηκή ηνπ c, δειαδή απφ ην είδνο ηνπ ξαδηελεξγνχ 

ζηνηρείνπ
.
 θαη θπζηθά ε αξρηθή πνζφηεηα Qo δελ παίδεη θαλέλα ξφιν γηα ην 

πφζε είλαη ε εκηδσή ηνπ ελ ιφγσ ζηνηρείνπ. 

Απφ ηνλ ηχπν
ln 2

t
c

   πξνθχπηεη φηη 
ln 2

c
t

  , δειαδή αλ είλαη γλσζηή ε 

εκηδσή ελφο ξαδηελεξγνχ ζηνηρείνπ, ηφηε κπνξεί λα ππνινγηζηεί ε ζηαζεξά c, 

νπφηε ν ηχπνο (1), βάζε ηνπ νπνίνπ γίλεηαη ε ξαδηνρξνλνιφγεζε, γξάθεηαη: 
ln 2

t
t

oQ(t) Q e 



      (3) 

Δηδηθφηεξα, ζηελ πεξίπησζε ηνπ άλζξαθα-14 ν παξαπάλσ ηχπνο γξάθεηαη: 
ln 2

t
5730

oQ(t) Q e


     (4) 

αθνχ ε εκηδσή ηνπ είλαη 5730 ρξφληα.  

 Καη ε 2
ε
δηαπίζησζε ηνπ W. Libby είλαη επίζεο θνκβηθήο ζεκαζίαο γηα ηελ 

ρξνλνιφγεζε κε άλζξαθα -14. Πξάγκαηη: 

Αλ ππνζέζνπκε φηη, t ρξφληα κεηά ην ζάλαην ελφο νξγαληζκνχ, ππάξρεη ζηνλ 

νξγαληζκφ απηφ πνζφηεηα Q(t) άλζξαθα-14 ε νπνία είλαη  α% ηεο αξρηθήο 

πνζφηεηαο Qo,  ηφηε απφ ηνλ ηχπν(3) ζα έρνπκε: 
ln 2 ln 2

 t  t
5730 5730

o o

ln 2
Q Q e e t ln

100 100 5730 100

   
       

Άξα:    
5730

t ln
ln 2 100


    

 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

Δθαξκνγή 1
ε
. Πιαζηό έξγν ηέρλεο([4] ζει. 328) θαη ([7], ζει 481). 

 

Όπσο αλαθέξεηαη ζηελ βηβιηνγξαθία ([4], ζει. 328) θαη 

([7], ζει. 481) ν Υαλ βαλ Μέεγθεξελ 

(HansvanMeegeren)(1889-1947), έλαο κέηξηνο 

Οιιαλδφο δσγξάθνο, έγηλε ζξχινο, παξακέλνληαο ζηελ 

ηζηνξία  σο ν θνξπθαίνο πιαζηνγξάθνο ηνπ 20νχ αηψλα,   

αθνχ δηέζεηε ηελ ηθαλφηεηα λα εμαπαηά ηνπο 

«αιάζεηνπο» εηδηθνχο ηεο ηέρλεο. 
Φση. 3 
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Σν 1945 εηδηθνί εθηηκεηέο έξγσλ ηέρλεο εθιήζεζαλ λα απνθαλζνχλ  αλ 

νπεξίθεκνο πίλαθαο  «Γείπλν ζηνπο Δκκανχο» ηνπ νλνκαζηνχ Οιιαλδνχ 

δσγξάθνπ Βεξκέεξ (Vermeer)(1632-1675), πνπ βξέζεθε ζηελ ζπιινγή ελφο 

λαδηζηή,αγνξαζκέλνπ ην 1942 απφ ηνλ Meegeren,ήηαλ πιαζηφο ή φρη, δειαδή 

ήηαλ δηα ρεηξφο ηνπ Vermeer ή ηνπ Meegeren. Ζ επηηξνπή απνθάλζεθε φηη ν 

πίλαθαο ήηαλ πιαζηφο. 

Δπεηδή κέρξη ην  1947 δελ ππήξρε επηζηεκνληθή κέζνδνο ρξνλνιφγεζεο, 

πνιινί εηδηθνί έξγσλ ηέρλεο δελ πείζζεθαλ γηα ηελ πιαζηφηεηα ηνπ πίλαθα. 

Όκσο, ην 1967 έγηλε ξαδηνρξνλνιφγεζε κε ηε κέζνδν ηνπ ξαδηελεξγνχ ξαδίνπ
226 Ra θαη δφζεθε  νξηζηηθή επηζηεκνληθή θαη αδηακθηζβήηε απάληεζε γηα ηελ 

γλεζηφηεηα ή κε ηνπ  πίλαθα. Γφζεθε δειαδή ακεηάθιεηε απάληεζε ζην 

εξψηεκα αλ ν πίλαθαο «Γείπλν ζηνπο Δκκανχο» ήηαλ δηα ρεηξφο Vermeerή 

Meegerenθαη, άξα πιαζηφο ή φρη! 

Με δεδνκέλν φηη ην 1967,  ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα, αληρλεχηεθαλ ίρλε 

ξαδηελεξγνχ ξαδίνπ 226 ( 226 Ra ),  πνπ ήηαλ πεξίπνπ ην98, 70% ηεο αξρηθήο 

πνζφηεηάο ηνπ, λα απνθαλζείηε ηίλνο δεκηνπξγνχέξγν ήηαλ ν πίλαθαο, 

ιακβάλνληαο επηπιένλ ππφςε φηη  ν ρξφλνο εκηδσήο ηνπ 226 Ra  είλαη 1600 

ρξφληα θαη φηη   ε δσή t ηνπ 226 Ra αθνινπζεί ηνλ λφκν ηεο εθζεηηθήο 

κεηαβνιήο κε ηχπν ct

oQ(t) Q e , φπνπ Qo είλαη ε αξρηθή ηνπ πνζφηεηα. 

Λύζε 

΢χκθσλα κε ηνλ ηχπν (3) ηεο ζειίδαο 6,γηα tε=1600 ρξφληα, έρνπκε: 
ln 2

t
1600

oQ(t) Q e


  

Όκσο
o

98,70
Q(t) Q

100
 ή ηζνδχλακα oQ(t) 0,9870 Q  ,  νπφηε: 

ln 2
t

1600
o o

ln 2 1600
0,9870 Q Q e t ln 0,9870 t ln 0,9870 30,2

1600 ln 2



         

Άξα,ν ζπγθεθξηκέλνο πίλαθαο είρε δσγξαθηζηεί απφ ηνλ Meegeren θαη φρη απφ 

ηνλ Vermeer,επνκέλσο ήηαλ πιαζηφο. 

 

Δθαξκνγή 2
ε
. Ζ ΢ηλδόλε ηνπ Σνξίλν- Απάληεζε ζε κηα δηακάρε [8] 

 

Ζ ΢ηλδόλε ηνπ Σνξίλν είλαη έλα θνκκάηη χθαζκα πάλσ ζην 

νπνίν είλαη απνηππσκέλε ε εηθφλα ελφο γελεηνθφξνπ άλδξα. Ζ 

ελ ιφγσ ΢ηλδφλε έρεη απνηειέζεη πεγή δηακάρεο κεηαμχ ηεο 

ζξεζθεπηηθήο θαη ηεο επηζηεκνληθήο θνηλφηεηαο γηα αηψλεο, 

θαζψο απφ ηελ ζξεζθεπηηθήθνηλφηεηαππνζηεξίδεηαηφηη 

πξφθεηηαη γηα ην ζάβαλν ζην νπνίν ελαπνηέζεθε ην ζψκα 

ηνπ Υξηζηνχ, κεηά ηελ απνθαζήισζή ηνπ απφ ηνλ ΢ηαπξφ, ελψ, Φση. 4 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%8E%CF%86%CE%B1%CF%83%CE%BC%CE%B1
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%99%CE%B7%CF%83%CE%BF%CF%8D%CF%82_%CE%A7%CF%81%CE%B9%CF%83%CF%84%CF%8C%CF%82
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%84%CE%B1%CF%85%CF%81%CF%8C%CF%82
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ζχκθσλα κε επηζηεκνληθέο κειέηεο, απηή απνηειεί κεηαγελέζηεξν αλζξψπηλν 

δεκηνχξγεκα. 

Σν 1988, ηξεηο αλεμάξηεηεο κειέηεο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε 

εξγαζηήξηα ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηεο Ομθφξδεο, ηεο Αξηδφλαο θαη ηνπ 

Ηλζηηηνχηνπ Σερλνινγίαο ηεο Διβεηίαο αληίζηνηρα, θαηέιεμαλ ζην 

ζπκπέξαζκα πσο πξφθεηηαη γηα δεκηνχξγεκα πνπ ρξνλνινγείηαη ηελ πεξίνδν 

1290-1390.  

Με δεδνκέλα φηη ε ρξνλνιφγεζε ηεο ΢ηλδόλεο κε ξαδηνάλζξαθαέγηλε ην 

1988θαη φηη, φπσο εθηηκάηαη,πξφθεηηαη γηα δεκηνχξγεκα πνπ ρξνλνινγείηαη 

ηελ πεξίνδν 1290-1390, ηφηε: 

α) Να βξείηε ηη πνζνζηφ ηεο αξρηθήο πνζφηεηαο ήηαλν ξαδηνάλζξαθαο πνπ 

βξέζεθε ζηε  ΢ηλδφλε. 

β) Πφζν πεξίπνπ ζα έπξεπε λα ήηαλ ην πνζνζηφ ηνπ ξαδηνάλζξαθα πνπ 

βξέζεθε ζηε  ΢ηλδφλε, ψζηε απηή λα ήηαλ ην ζάβαλν ζην νπνίν ελαπνηέζεθε 

ην ζψκα ηνπ Υξηζηνχ; 

Λύζε 

α) Αλ ππνζέζνπκε φηη ε ΢ηλδφλε: 
 δεκηνπξγήζεθε ην 1390, ηφηε κέρξη ην έηνο ρξνλνιφγεζεο  κεζνιάβεζαλ 1988-1390=598 

ρξφληα, νπφηε, ζχκθσλα κε ηνπο ηχπνπο   

ct

oQ(t) Q e  θαη  
ln 2

t
c

   θαη ιακβάλνληαο ππφςε φηη ε εκηδσή ηνπ ξαδηνάλζξαθα 

είλαη 5730 ρξφληα έρνπκε: 
ln 2

598
5730

o o oQ(t) Q e Q(t) Q 0,9302 Q(t) 93,02%Q


       

 δεκηνπξγήζεθε ην 1290, ηφηε κέρξη ην έηνο ρξνλνιφγεζεο  κεζνιάβεζαλ 1988-1290=698 

ρξφληα, νπφηε, ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν (4) ηεο ζειίδαο 6, έρνπκε: 
ln 2

698
5730

o o oQ(t) Q e Q(t) Q 0,9190 Q(t) 91,9%Q


       

Δπνκέλσο, ε ΢ηλδφλε  γηα λα ήηαλ δεκηνχξγεκα ηεο πεξηφδνπ 1290-1390, ζα έπξεπε ην 

πνζνζηφ ηνπ ξαδηνάλζξαθα πνπ αληρλεχζεθε ζε απηή ην 1988 λα ήηαλ πεξίπνπ απφ 93,02% 

έσο 91,9% ηεο αξρηθήο πνζφηεηαο. 

 

β) Αλ ε ΢ηλδφλε,ήηαλην ζάβαλν ζην νπνίν ελαπνηέζεθε    ην ζψκα 

ηνπ Υξηζηνχ,ηφηε ζα είρε δεκηνπξγεζεί ην 33 κ.Υ., νπφηε κέρξη ην έηνο 

ρξνλνιφγεζεο ζα είραλ κεζνιαβήζεη 1988-33=1955 ρξφληα, επνκέλσο: 
ln 2

1955
5730

o o oQ(t) Q e Q(t) Q 0,7893 Q(t) 78,93%Q


       

Γειαδήην αληρλεπζέλ πνζνζηφ ηνπ ξαδηνάλζξαθα ην 1988ζα  ήηαλ πεξίπνπ ην 

78,93% ηεο αξρηθήο πνζφηεηαο. 

 

Δθαξκνγή 3
ε
. Τπνβξύρηα αιίεπζε ζηνλ θόιπν ηεο ΚαιινλήοΛέζβνπ 

([7], ζει 479) 
 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%B1%CE%BD%CE%B5%CF%80%CE%B9%CF%83%CF%84%CE%AE%CE%BC%CE%B9%CE%BF_%CF%84%CE%B7%CF%82_%CE%9F%CE%BE%CF%86%CF%8C%CF%81%CE%B4%CE%B7%CF%82
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%99%CE%B7%CF%83%CE%BF%CF%8D%CF%82_%CE%A7%CF%81%CE%B9%CF%83%CF%84%CF%8C%CF%82
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%99%CE%B7%CF%83%CE%BF%CF%8D%CF%82_%CE%A7%CF%81%CE%B9%CF%83%CF%84%CF%8C%CF%82
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Ζ έληαζε Η(x) ηνπ ειηαθνχ θσηφο ζε βάζνο x κέηξσλ θάησ απφ ηελ 

επηθάλεηα 

ηνπ θφιπνπ ηεο Καιινλήο Λέζβνπ, ν νπνίνο, εθηφο απφ ηελ νλνκαζηή 

ζαξδέια, έρεη θαη λνζηηκφηαηα φζηξαθα, ειαηηψλεηαη εθζεηηθά σο πξνο x, 

ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν: 
cx

o(x) I e   

φπνπ Ην είλαη ε έληαζε ηνπειηαθνχ θσηφο ζηελ επηθάλεηα ηνπ θφιπνπ. 

Οη δχηεο απφ ηελ εκπεηξία ηνπο γλσξίδνπλ φηη, αλ βνπηήμνπλ ζηνλ θφιπν 

ζε βάζνο 5m, ηφηε ην θσο ππνδηπιαζηάδεηαη θαη,επίζεο, φηη είλαη αδχλαηνλ λα 

δηαθξίλνπλ ηα αιηεχκαηα κφλν κε ην θπζηθφ θσο, αλ ε έληαζε ηνπ πέζεη θάησ 

απφ ην έλα δέθαην ηεο έληαζεο ζηελ επηθάλεηα. Μέρξη πνην βάζνο ινηπφλ 

αλακέλεηαη φηη κπνξεί έλαο δχηεο λα αιηεχζεη φζηξαθα ρσξίο ηερλεηφ 

θσηηζκφ; 

Λύζε 

Δπεηδή 
1

(5)
2

   έρνπκε 5c

o

1 1 ln 2
I e 5c ln c

2 2 5



       .  

Άξα:    
ln 2

x
5

o(x) I e


        (1) 

 Ζ αιίεπζε νζηξάθσλ είλαη δπλαηή ρσξίο ηερλεηφ θσηηζκφ φηαλ 
o

1
(x) I ,

10
 

νπφηε, ιφγσ ηεο (1), ζα έρνπκε: 

 
ln 2 ln 2

x x
5 5

o o

1 1 ln 2 1 5
I e I e x ln x ln10

10 10 5 10 ln 2

 

          

Δπνκέλσοε αιίεπζε νζηξάθσλ ρσξίο ηερλεηφ θσηηζκφ κπνξεί λα γίλεη κέρξη 

βάζνο πεξίπνπ 16,6 κέηξσλ. 

 

Δθαξκνγή 4
ε
.Μέηξα πξνζηαζίαο ζηε λεθξνςία ηνπ Γηαζέξ Αξαθάη 

 

Ο Παιαηζηίληνο εγέηεο Γηαζέξ Αξαξάη 

πέζαλε ζηηο 11 Ννεκβξίνπ 2004. Ο ζάλαηνο ηνπ 

δεκηνχξγεζε πνιιά 

εξσηεκαηηθά,θαζψοδηαπηζηψζεθε φηη ε ζνξφο ηνπ 

πεξηείρε έλα πνιχ επηθίλδπλν ξαδηελεξγφ ζηνηρείν, 

ην πνιψλην ( 210

0  ), θαη κάιηζηα 18 θνξέο 

πεξηζζφηεξν απφ ην επηηξεπηφ φξην.  

Με δεδνκέλν φηη ε δσή t ηνπ ξαδηελεξγνχ πνισλίνπ 210

0   αθνινπζεί ηνλ 

λφκν ηεο εθζεηηθήο κεηαβνιήο κε ηχπν ct

oQ(t) Q e θαη φηη ν ρξφλνο εκηδσήο 

Φση. 5 
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ηνπ είλαη 138 εκέξεο, λα εμεηάζεηε, αλ εθείλνη πνπ ζα  δηελεξγνχζαλ λεθξνςία 

ήηαλ απαξαίηεην λα έπαηξλαλ κέηξα πξνζηαζίαο ε φρη. 

Λύζε 

΢χκθσλα κε ηνλ ηχπν (3) ηεο ζειίδαο 6,γηα tε=138 εκέξεο, έρνπκε: 
ln 2

t
138

oQ(t) Q e


 ,  t ζε εκέξεο. 

Δπεηδή ζην ζψκα ηνπ Αξαθάη ππήξρε πνιψλην 18 θνξέο πεξηζζφηεξν απφ ην 

επηηξεπηφ φξην δε ζα ήηαλ απαξαίηεην λα παξζνχλ κέηξα πξνζηαζίαο φηαλ

o

1
Q(t) Q

18
 . Δίλαη: 

ln 2 ln 2
t t

138 138
o o

1 1 ln 2 1 138 1
Q e Q e t ln  t ln t 575,5

18 18 138 18 ln 2 18

 

          

Δπνκέλσο,δε ρξεηάδνληαλ κέηξα πξνζηαζίαο, αλ ε λεθξνςία γηλφηαλ ην 

λσξίηεξν ζε 575,5 εκέξεο απφ ηελ εκέξα ηνπ ζαλάηνπ. 
 

Δθαξκνγή 5ε. Ζ ζπλεηζθνξά ησλ καζεκαηηθώλ ζηελ αξραηνινγία 

([10], ζει. 53)-Υξνλνιόγεζε επξήκαηνο αλαζθαθήο 

΢ε αξραηνινγηθή αλαζθαθή βξέζεθαλ ίρλε θακέλνπ δέληξνπ καδί κε 

νζηά. Σα ίρλε μχινπ πεξηείραλ θαηά πξνζέγγηζε 1,67% ηεο αξρηθήο πνζφηεηαο 

άλζξαθα -14. Με δεδνκέλν φηη ν ρξφλνο εκηδσήο ηνπ άλζξαθα-14 είλαη 5730 

ρξφληα λα ππνινγίζεηε πφηε ην δέληξν θφπεθε θαη θάεθε, ιακβάλνληαο ππφςε  

φηη ε δσή t ηνπ άλζξαθα-14 αθνινπζεί ηνλ λφκν ηεο εθζεηηθήο κεηαβνιήο κε 

ηχπν ct

oQ(t) Q e , φπνπ Qo είλαη ε αξρηθή ηνπ πνζφηεηα 
 

Δθαξκνγή 6
ε
. Ζ ζπλεηζθνξά ησλ καζεκαηηθώλ ζηελ 

εγθιεκαηνινγία([7],ζει. 474) 
Καηά ηελ ηαηξνδηθαζηηθή έξεπλα κηαο αλζξσπνθηνλίαο είλαη ζεκαληηθφ 

λα γλσξίδνπκε πφηε επήιζε ν ζάλαηνο ηνπ ζχκαηνο. 

Απηφ κπνξεί λα γίλεη κε ηε βνήζεηα ηνπ λφκνπ ςχμεσο ηνπ Νεχησλα, 

ζχκθσλα κε ηνλ νπνίν, αλ Θνείλαη ε ζεξκνθξαζία ελφο ζψκαηνο ηε ρξνληθή 

ζηηγκή t=0, Θπ ε ζηαζεξή ζεξκνθξαζία ηνπ πεξηβάιινληνο, ηφηε  ε 

ζεξκνθξαζία Θ(t) ηνπ ζψκαηνο απηνχ ηε ρξνληθή ζηηγκή t ηθαλνπνηεί ηε 

ζρέζε: 

  ct(t) (0) e

       

φπνπ ε ζηαζεξά kκπνξεί λα ππνινγηζηεί, αλ γλσξίδνπκε ηελ ζεξκνθξαζία ηνπ 

ζψκαηνο γηα κηα δεδνκέλε ζηηγκή t1≠0. 
 

Πξόβιεκα: Πξνζδηνξηζκόο ηνπ ρξόλνπ δνινθνλίαο. ([6],ζει. 67) 
 

΢ε έλα δηακέξηζκα βξέζεθε έλα πηψκα θαη ν ηαηξνδηθαζηήο πνπ ην 

εμέηαζε απνθάλζεθε φηη επξφθεηην γηα δνινθνλία. Μέηξεζε ηε ζεξκνθξαζία 
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ηνπ πηψκαηνο θαη βξήθε φηη είλαη 23
ν
C, ηελ μαλακέηξεζε κεηά απφ 1 ψξα θαη 

ηελ βξήθε 21
ν
C. Τπνζέηνπκε, επηπιένλ, φηη ηελ ψξα ηνπ ζαλάηνπ ε 

ζεξκνθξαζία ηνπ πηψκαηνο  ήηαλ θπζηνινγηθή, δειαδή γχξσ ζηνπο 36,7
ν
C θαη 

ε  ζεξκνθξαζία ηνπ πεξηβάιινληνο γχξσ ζηνπο 18,7
ν
C.Να ππνινγίζεηε πφηε 

πέζαλε ην ζχκα. 
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