
 
Υλικό από το βιωματικό εργαςτόριο με θϋμα 
«Η ςημαςύα των αντιπαραδειγμϊτων ςτη διδαςκαλύα και τη μϊθηςη των Μαθηματικών» 
 
Στουσ ςυμμετϋχοντεσ δόθηκαν τρύα ερωτόματα και αφού χωρύςτηκαν ςε ομϊδεσ τα 
επεξεργαςτηκαν και ακολούθηςε ςυζότηςη. Ακολουθούν τα τρύα ερωτόματα και μια ςύντομη 
περιγραφό τησ ςυζότηςησ που ακολούθηςε. 
 
1. Ένασ μαθητόσ ςασ ρωτϊει αν εύναι ςωςτόσ ο παρακϊτω ιςχυριςμόσ: 
«Δύο ορθογώνια παραλληλόγραμμα αν ϋχουν ύςεσ διαγωνύουσ εύναι ύςα.» 
Τι θα του απαντούςατε και γιατύ; 

 
Στόχοσ τησ ερώτηςησ όταν να προκληθεύ ςυζότηςη ςχετικϊ με την μαθηματικό και διδακτικό 
αποτελεςματικότητα ενόσ αντιπαραδεύγματοσ. 
Στη ςυζότηςη ςτο εργαςτόριο προτϊθηκαν τα παρακϊτω αντιπαραδειγμϊτα: 
α) Ένα τετρϊγωνο και ϋνα ορθογώνιο με ύςεσ διαγωνύουσ. 
Τϋτοια αντιπαραδεύγματα μπορούμε να καταςκευϊςουμε επιλϋγοντασ τρεισ αριθμούσ α,β,γ ώςτε 
2𝛼2 = 𝛽2 + 𝛾2 . Το τετρϊγωνο με πλευρϊ α και το ορθογώνιο με πλευρϋσ β,γ ϋχουν ύςεσ διαγωνύουσ 
αλλϊ δεν εύναι ύςα. 
Αυτό το αντιπαρϊδειγμα απορρύπτει τον ιςχυριςμό αλλϊ εύναι«ειδικό αντιπαρϊδειγμα», με την 
ϋννοια ότι αφόνει ανοικτό το ενδεχόμενο ο ιςχυριςμόσ να ιςχύει ςτην περύπτωςη δύο ορθογωνύων 
που κανϋνα δεν εύναι τετρϊγωνο. 

 

β) Δύο διαφορετικϊ ορθογώνια με ύςεσ διαγωνύουσπου κανϋνα δεν εύναι τετρϊγωνο.  
Τϋτοια αντιπαραδεύγματα μπορούμε να καταςκευϊςουμε επιλϋγοντασ τϋςςερεισ διαφορετικούσ 
αριθμούσ α,β,γ,δ ώςτε 𝛼2 + 𝛽2 = 𝛾2 + 𝛿2. Τα ορθογώνια με πλευρϋσ α,β και γ,δ ϋχουν ύςεσ 
διαγωνύουσ, δεν εύναι ύςα και κανϋνα δεν εύναι τετρϊγωνο. 
Αυτό το αντιπαρϊδειγμα εύναι «γενικό αντιπαρϊδειγμα» με την ϋννοια ότι δεν αφόνει ανοικτό το 
ενδεχόμενο που ϊφηνε το προηγούμενο και ο τρόποσ καταςκευόσ του μασ δύνει τη δυνατότητα να 
καταςκευϊςουμε πολλϊ διαφορετικϊ αντιπαραδεύγματα. Όμωσ δεν αναδεικνύει την γεωμετρικό 
αιτύα που προκαλεύ την μη ιςότητα των ορθογωνύων. 

 
γ) Σε ϋνα κύκλο δύο διϊμετροι ορύζουν ϋνα ορθογώνιο με διαγωνύουσ αυτϋσ τισ διαμϋτρουσ. Αν 
θεωρόςουμε δύο ζεύγη διαμϋτρων ώςτε η γωνύα που ςχηματύζει το ϋνα ζεύγοσ να εύναι 
διαφορετικό από τη γωνύα που ςχηματύζει το ϊλλο, τότε τα δύο ορθογώνια που ορύζονται δεν εύναι 
ύςα αλλϊ ϋχουν ύςεσ διαμϋτρουσ.  
Αυτό το αντιπαρϊδειγμα εύναι αυτό που ςτη βιβλιογραφύα ονομϊζεται «διαφανϋσ 
αντιπαρϊδειγμα». Εύναι γενικό αντιπαρϊδειγμα και επιπλϋον αναδεικνύει την αιτύα που δεν ιςχύει 
ο ιςχυριςμόσ, η μη ιςότητα των γωνιών που ςχηματύζουν οι διαγώνιοι. Αυτό η διαπύςτωςη μασ 
δύνει τη δυνατότητα να διατυπώςουμε τον ςωςτό ιςχυριςμό: 
Δύο ορθογώνια με ύςεσ διαγωνύουσ εύναι ύςα αν και μόνον αν οι γωνύα που ςχηματύζουν οι 
διαγώνιοι του ενόσ εύναι ύςη με τη γωνύα που ςχηματύζουν οι διαγώνιοι του ϊλλου. 

 
Το ςυμπϋραςμα τησ ςυζότηςησ όταν ότι ϋνα αντιπαρϊδειγμα απορρύπτει ϋνα λανθαςμϋνο 
ιςχυριςμό αλλϊ όλα τα αντιπαραδεύγματα δεν ϋχουν το ύδιο μαθηματικό και διδακτικό 
αποτϋλεςμα. Υπϊρχουν τα «ειδικϊ αντιπαραδεύγματα» που αφόνουν ανοικτό το ενδεχόμενο 
θεωρηθεύ ότι αποτελούν εξαιρϋςεισ οι περιπτώςεισ για τισ οπούεσ δεν ιςχύει ο ιςχυριςμόσ. 
Υπϊρχουν τα «γενικϊ αντιπαραδεύγματα» που δεν αφόνουν τϋτοιο ενδεχόμενο και που ο τρόποσ 
που τα καταςκευϊζουμε μασ δύνει τη δυνατότητα να καταςκευϊςουμε και ϊλλα αντιπαραδεύγματα, 



αλλϊ δεν αναδεικνύουν την αιτύα για την οπούα δεν ιςχύει ο ιςχυριςμόσ. Τϋλοσ υπϊρχουν τα 
«διαφανό αντιπαραδεύγματα» που όχι μόνο εύναι γενικϊ με την προηγούμενη ϋννοια αλλϊ 
αναδεικνύουν την αιτύα για την οπούα ο ιςχυριςμόσ εύναι λανθαςμϋνοσ και βοηθούν ςτη 
διατύπωςη ϋνόσ νϋου ςωςτού ιςχυριςμού.  
 
 
2. Πωσ θα εξηγούςατε ςτουσ μαθητϋσ ςασ ότι από τισ ανιςότητεσ α<β και γ<δ, όπου α,β,γ,δ θετικού  

αριθμού, δεν προκύπτει πϊντοτε  
α
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<

β

δ
 ; 

 
Στόχοσ αυτόσ τησ ερώτηςησ όταν να ςυζητηθούν αντιπαραδεύγματα που θα δεύχνουν την αιτύα που 
δεν ιςχύει η παραπϊνω ιδιότητα. 
Το ςυμπϋραςμα τησ ςυζότηςησ όταν ότι η αιτύα που κϊνει να μην ιςχύει η ιδιότητα εύναι ότι ϋνα 
κλϊςμα με θετικούσ όρουσ και ςταθερό αριθμητό όςο μεγαλώνει ο παρονομαςτόσ του τόςο 
μικραύνει το κλϊςμα και μπορεύ να γύνει οςοδόποτε μικρό. Έτςι αν ϋχουμε τρεισ θετικούσ αριθμούσ 

α,β,γ με α<β τότε μπορούμε, όποιο και να εύναι το κλϊςμα 
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Επομϋνωσ αντιπαραδεύγματα με πολύ μεγϊλο δ και επεξόγηςη με βϊςη τα παραπϊνω βοηθϊει τουσ 
μαθητϋσ να καταλϊβουν όχι μόνο ότι δεν ιςχύει η ιδιότητα αλλϊ και γιατύ δεν ιςχύει. 
 
3. Σε μια τϊξη Α’ Λυκεύου ςτο μϊθημα τησ Γεωμετρύασ, μετϊ το μϊθημα για τα κριτόρια ιςότητασ 
τριγώνων, ο καθηγητόσ βϊζει ςτουσ μαθητϋσ την παρακϊτω ϊςκηςη: 
« Έςτω δύο τρύγωνα ΑΒΓ και ΕΖΗ ώςτε ΑΒ=ΕΖ=7cm, ΒΓ=ΖΗ=12 cm και οι γωνύεσ ΑΓΒ και ΕΗΖ 
εύναι 30ο. Εξετϊςτε αν τα δύο τρύγωνα εύναι ύςα.» 
Ένασ μαθητόσ απαντϊει: 
«Τα δύο τρύγωνα ϋχουν δύο πλευρϋσ και μια γωνύα ύςη. Άρα εύναι ύςα.» 
Ποια θεωρεύτε ότι πρϋπει να εύναι η διδακτικό αντιμετώπιςη από τον καθηγητό; 

 
Ο ιςχυριςμόσ του μαθητό ςτο υποθετικό ςενϊριο τησ ερώτηςησ εύναι λανθαςμϋνοσ. Η πιθανό αιτύα 
εύναι ότι ο μαθητόσ εφαρμόζει το γνωςτό κριτόριο ιςότητασ τριγώνων ςε μια περύπτωςη που δεν 
ιςχύουν οι υποθϋςεισ του. Στόχοσ τησ ερώτηςησ όταν να προκληθεύ ςυζότηςη ςχετικϊ με την 
μαθηματικϊ και διδακτικϊ αποδεκτό διαδικαςύα αντιμετώπιςησ του λϊθουσ του μαθητό.  
Στη ςυζότηςη αρχικϊ δόθηκε από μια ομϊδα αντιπαρϊδειγμα με γεωμετρικό καταςκευό δύο 
τριγώνων, ενόσ οξυγωνύουκαι ενόσ αμβλυγωνύου, που ικανοποιούν τισ υποθϋςεισ τησ ϊςκηςησ. Στη 
ςυνϋχειαο ςυντονιςτόσ ϋθεςε το ερώτημα αν χρειϊζεται το αντιπαρϊδειγμα ό θα όταν αρκετό η 
υπενθύμηςη των τριών κριτηρύων ιςότητασ τριγώνων και η διαπύςτωςη ότι κανϋνα από αυτϊ δεν 
μπορεύ να εφαρμοςτεύ ςε αυτό την περύπτωςη.Η ερώτηςη αυτό προκϊλεςε αρκετό ςυζότηςη. Μια 
ϊποψη όταν ότι καλό εύναι να δοθεύ αντιπαρϊδειγμα αλλϊ θα όταν αρκετό η αναφορϊ ςτα γνωςτϊ 
κριτόρια ιςότητασ τριγώνων και η διαπύςτωςη ότι κανϋνα δεν μπορεύ να εφαρμοςτεύ. Η ϊποψη του 
ςυντονιςτό όταν ότι δεν εύναι μαθηματικϊ ορθό το επιχεύρημα ότι ϋνασ ιςχυριςμόσ εύναι 
λανθαςμϋνοσ επειδό δεν μπορεύ να αποδειχθεύ με χρόςη αυτών που γνωρύζουμε. Μπορεύ να 
υπϊρχει κϊτι που δεν γνωρύζουμε και το οπούο να αποδεικνύει τον ιςχυριςμό. Επιπλϋον, όταν ο 
ιςχυριςμόσ αφορϊ ςυγκεκριμϋνη περύπτωςη,μπορεύ να μην εφαρμόζονται γενικϊ θεωρόματα αλλϊ 
ο ιςχυριςμόσ να εύναι ςωςτόσ. Ειδικϊ για την περύπτωςη που αναφϋρεται η ερώτηςη, αν όταν 
ςωςτό το επιχεύρημα ότι αφού δεν εφαρμόζονται τα γνωςτϊ κριτόρια ιςότητασ τριγώνων ο 
ιςχυριςμόσ του μαθητό εύναι λανθαςμϋνοσ, θα ϋπρεπε για τον ύδιο λόγο και ο ιςχυριςμόσ ότι  δύο 
τρύγωνα ΑΒΓ και ΕΖΗ που ϋχουν ΑΒ=ΕΖ=6cm, ΒΓ=ΖΗ=12 cm και τισ γωνύεσ ΑΓΒ και ΕΗΖ ύςεσ με 30ο 



εύναι ύςα να εύναι λανθαςμϋνοσ.  Αυτό όμωσ δεν εύναι ςωςτό γιατύ ϋνα τρύγωνο με αυτϊ τα ςτοιχεύα 
εύναι οθογώνιο, ϊρα τα δύο τρύγωνα εύναι ύςα. Δηλαδό, αν η ςχϋςη ΑΒ=ΕΖ=7cm αντικαταςταθεύ με 
τη ςχϋςη ΑΒ=ΕΖ=6cm το ύδιο επιχεύρημα μασ οδηγεύ ςε λϊθοσ ςυμπϋραςμα. Αυτό δεύχνει ότι το 
επιχεύρημα δεν εύναι μαθηματικϊ ορθό και επομϋνωσ δεν πρϋπει να χρηςιμοποιεύται ςτη 
διδαςκαλύα. 

 


