
 



2 

Πξόινγνο 
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Η Γηαξθήο Αλαδήηεζε ηεο Σαπηόηεηαο ηεο Μαζεκαηηθήο Δθπαίδεπζεο. 

Πξνβιεκαηηζκνί θαη Δπηινγέο. 

 

Α. ΢ .΢θνύξαο, ΢ύκβνπινο Α΄ ΤΠ.Π.Δ.Θ 

Δηζαγσγή  

Τα Μαζεκαηηθά βξίζθνληαη ζηνλ ππξήλα ηνπ ζρνιηθνχ πξνγξάκκαηνο. Καηέρνπλ κηα 

πξνλνκηνχρν ζέζε ζηα ζρνιηθά πξνγξάκκαηα ζπνπδψλ ζε φιεο ηηο ρψξεο  ηνπ θφζκνπ,  γηαηί 

αθξηβψο είλαη έλα ζέκα πνπ απεπζχλεηαη θαη αθνξά  νιφθιεξν ηνλ καζεηηθφ πιεζπζκφ. Ζ 

καζεκαηηθή εθπαίδεπζε απνηειεί γηα φινπο ηνπο καζεηέο έλαλ θξίζηκν παξάγνληα γηα ηε δσή 

ηνπο θαη φρη κφλν γηα απηνχο  πνπ ζα επηιέμνπλ έλα επάγγεικα πνπ απαηηεί επηπιένλ 

καζεκαηηθή πξνεηνηκαζία.  Μάιηζηα ππάξρεη κηα πνιχ εληππσζηαθή νκνηνκνξθία  ησλ 

ζρνιηθψλ καζεκαηηθψλ πξνγξακκάησλ αλά ηνλ θφζκν. Ο Usiskin  (1999)  παξαηήξεζε φηη 

ζηε Σαγθάε νη καζεηέο έιπλαλ πξνβιήκαηα Δπθιείδεηαο γεσκεηξίαο φπσο εθείλνη ηεο 

Ηαπσλίαο. Γεληθά ε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε δείρλεη αμηνζεκείσηε νκνηφηεηα αλά ηνλ θφζκν. 

Τνχην αληαλαθιά θαη εληζρχεη ηελ νξγαλσκέλε θχζε ησλ  καζεκαηηθψλ σο έλα επηζηεκνληθφ 

θιάδν. Με ηελ ίδηα νκνηνκνξθία επίζεο  δηαηππψλνληαη θαη εξσηήζεηο απφ ηνπο καζεηέο θαη 

απαληήζεηο απφ ηνπο θαζεγεηέο φπσο: 

ΜΑΘΖΤΖΣ: Πφηε ζα ην ρξεζηκνπνηήζσ απηφ;   

ΚΑΘΖΓΖΤΖΣ : (θάπσο έηζη): Γλσξίδσ φηη απηφ ζα ζνπ θαλεί αζηείν αιιά ζπκήζνπ, δελ 

μέξεηο ηη θαξηέξα ζα επηιέμεηο - δελ κπνξείο λα δεηο ηε ζπλάθεηα ηψξα αιιά αξγφηεξα.    

Παξά ηελ πξνλνκηαθή ζέζε ησλ καζεκαηηθψλ ζην  ζρνιηθφ πξφγξακκα ηα απνηειέζκαηα πνπ 

παξάγνληαη ζηηο ζρνιηθέο αίζνπζεο δελ είλαη ηα αλακελφκελα.  Μάιηζηα -φπσο ε εξεπλεηηθή 

βηβιηνγξαθία ππνγξακκίδεη, πνιιέο απφ ηηο δπζθνιίεο  πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο ζηα 

Μαζεκαηηθά  νθείινληαη πεξηζζφηεξν ζηηο πξαθηηθέο δηδαζθαιίαο θαη ιηγφηεξν ζηε θχζε ηνπ 

αληηθεηκέλνπ ή ηηο γλσζηηθέο ηθαλφηεηεο ησλ καζεηψλ. Mφλν γηα ηνπο ιίγνπο ε καζεκαηηθή 

εθπαίδεπζε απειεπζεξψλεη θαη θσηίδεη ην θξπκκέλν δπλακηθφ ησλ Μαζεκαηηθψλ (Mullis, V. 

S. Inaetall., 2005).  Κάζε εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα πξνβαίλεη ζε  φιεο εθείλεο ηηο δηεπζεηήζεηο κε 

ηηο νπνίεο ζα πξνσζήζεη ην καζεζηαθφ θαη αλαπηπμηαθφ δπλακηθφ ησλ καζεηψλ ηνπ. Καη 

αλαινγία κέζσ ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο πξνσζείηαη ην καζεζηαθφ θαη αλαπηπμηαθφ 

δπλακηθφ ησλ καζεηψλ ζηα Μαζεκαηηθά. Με απηή ηελ έλλνηα  ν φξνο «καζεκαηηθή 

εθπαίδεπζε» θαιχπηεη  έλα  κεγάιν λνεκαηηθφ εχξνο θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί ,  φπσο έρεη  

δηαηππσζεί απφ ηνλ Dörfler (2003), σο ε κειέηε ηνπ πψο νη άλζξσπνη καζαίλνπλ θαη θάλνπλ 

Μαζεκαηηθά. Πξάγκαηη, ε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ είλαη έλα ζχλζεην θαη επίπνλν έξγν 

πάλσ ζε έλα επξχ θάζκα αληηθεηκέλσλ θαη παξαγφλησλ πνπ ηελ επεξεάδνπλ θαη ηνπο νπνίνπο 

πξέπεη θαλείο λα ιάβεη ππφςε ηνπ θαηά ηελ δηεμαγσγή ηεο. Ζ θαηαλφεζε θαη εξκελεία ησλ 

θαηλφκελσλ   ηεο  δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο ησλ καζεκαηηθψλ αιιά θαη ν ηξφπνο δξάζεο επί   

απηψλ  ζα πξέπεη κε γφληκν, επξεκαηηθφ θαη ζπζηεκαηηθφ ηξφπν λα δηαρένληαη ζηελ 

εθπαηδεπηηθή θνηλφηεηα.  

Κάζε πξνζπάζεηα πνπ απνβιέπεη ζηε ζπγθξφηεζε  ελφο Πξνγξάκκαηνο Σπνπδψλ γηα ηα 

καζεκαηηθά βξίζθεηαη άκεζα αληηκέησπε κε κηα ζεηξά απφ εξσηήκαηα φπσο:   

 Πνηεο καζεκαηηθέο γλψζεηο είλαη ζεκαληηθφ λα αλαπηχμνπλ φινη νη κειινληηθνί πνιίηεο;  

 Πνηα θξηηήξηα ζα κπνξνχζαλ λα πηνζεηεζνχλ γηα ηελ επηινγή ηνπο;  

 Πνηεο απφ ηηο γλψζεηο πνπ εκπεξηέρνληαη ζην ηζρχνλ Πξφγξακκα Σπνπδψλ ρξεηάδεηαη λα 

εμαηξεζνχλ; Πνηεο πξέπεη λα παξακείλνπλ θαη ζε πνηα έθηαζε;  

 Πνηεο Γηαδηθαζίεο ζθέςεο-δεμηφηεηεο αλακέλεηαη λα αλαπηχμνπλ νη καζεηέο;    

 Πνηεο θαηαζηάζεηο    αλακέλεηαη λα είλαη ηθαλνί νη καζεηέο λα αληηκεησπίζνπλ;  

 Πσο ζα απνηππσζεί ε ηδηαίηεξε θχζε ησλ Μαζεκαηηθψλ;  
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Απαληήζεηο ζε απηά θαη άιια, αλάινγα εξσηήκαηα, παξά ηε δπζθνιία πνπ παξνπζηάδνπλ, 

πξνζδηνξίδνπλ ζε κεγάιν βαζκφ ηελ ηαπηφηεηα ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο πνπ επηρεηξείηαη 

λα αλαπηπρζεί ζηηο εθάζηνηε θνηλσληθέο θαη πνιηηηζκηθέο ζπλζήθεο (Schoenfeld, A., 2000; 

NCTM, 2000; N.A.E.P., 2003; Sriraman , B., &English , L., 2010; CPRE, 2011).  

Γχν ζεκαληηθά δεηήκαηα απηήο ηεο ηαπηφηεηαο ζα πξνζπαζήζσ λα πξνζεγγίζσ ζην ππφινηπν 

απηνχ ηνπ άξζξνπ: Τελ επηινγή  ησλ πεξηερνκέλσλ θαη ηελ δηαρείξηζε ηνπο. 

Α. Γηα ηελ επηινγή ησλ πεξηερόκελσλ  

Ζ έιιεηςε ζαθήλεηαο γηα ην πψο κπνξνχλ λα ιεθζνχλ απνθάζεηο ζρεηηθά κε ην «ηη» ηεο 

καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο, έξρεηαη ζε νμεία αληίζεζε κε ηε ζπνπδαηφηεηα πνπ απνδίδεηαη ζ‘ 

απηή. Έλα επξχ θνηλφ   λνηάδεηαη πνιχ γηα ην « ηη » καζαίλνπλ ηα παηδηά ζην ζρνιείν . Ο 

κεγάινο αξηζκφο ησλ ρσξψλ πνπ θαζηέξσζαλ πξφηππα ( standards
1
 )   θαη ην ελδηαθέξνλ γηα 

δηεζλείο ζπγθξηηηθέο κειέηεο ( TIMSS , PISA) , αληηθαηνπηξίδνπλ επίζεο απηή ηελ εκπινθή. 

Αλ θαη θαίλεηαη φηη απηή ε αληίιεςε είλαη ηππηθή ηεο επνρήο καο, δελ είλαη έηζη. Ήδε απφ ην 

1845, ν Γξακκαηέαο ηνπ Πνιηηεηαθνχ Σπκβνπιίνπ Δθπαίδεπζεο ηεο Μαζαρνπζέηεο, 

HoraceMann, αλέδεημε ην εξψηεκα ηνπ αλ ην ζρνιείν δίδαζθε ην πψο λα ππνινγίδεηαη ην πνζφ 

ηνπ θφξνπ πνπ πξέπεη λα πιεξψλνπλ νη πνιίηεο (MarjavandenHeuvel—Panhuizen , 2005).  

΋ηαλ ην 1957 ε ηφηε Σνβηεηηθή . Έλσζε  εθηφμεπζε ηνλ πξψην Sputnik ζηηο ΖΠΑ απηφ ην 

γεγνλφο έπεηζε ηελ θπβέξλεζε θαη ηνπο πνιίηεο φηη ζα πξέπεη λα είλαη πίζσ ζηα καζεκαηηθά 

θαη ηηο θπζηθέο επηζηήκεο  θαη κηα κεγάιε ζπδήηεζε μεθίλεζε γηα ην «ηη»  ζα πξέπεη  

δηδάζθεηαη. Τν θπξίσο κήλπκα ήηαλ φηη ε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε είρε απνηχρεη επεηδή ε 

δηδαζθφκελε χιε πξνζέθεξε πεπαιαησκέλα καζεκαηηθά –δειαδή καζεκαηηθά πνπ 

δεκηνπξγήζεθαλ πξηλ ην 1700.    Τν ελ ιφγσ κήλπκα εκπεξηείρε θαη ηνλ ππαηληγκφ  φηη νη λένη 

είραλ ζπλαίζζεζε  απηνχ ηνπ γεγνλφηνο θαη θαηά ζπλέπεηα αξλνχληαλ λα κάζνπλ ηελ χιε. 

Πνηνο ζα θαηέθεπγε ζηηο ππεξεζίεο ελφο δηθεγφξνπ ή ελφο γηαηξνχ , ηζρπξίδνληαλ νη 

παηδαγσγνί,,   πνπ νη επαγγεικαηηθέο ηνπο γλψζεηο πεξηνξίδνληαλ ζηα φζα ήηαλ γλσζηά πξηλ 

ην 1700;  Βέβαηα ηα καζεκαηηθά αλαπηχζζνληαη ζσξεπηηθά θαη είλαη  πξαθηηθψο αδχλαην λα 

κάζεη θαλείο ηα πην θαηλνχξγηα   αλ δελ γλσξίδεη ηα πην παιηά.  Έηζη μεθίλεζε κηα  

κεηαξξχζκηζε ζχλζεκα ηεο νπνίαο έγηλε ην «Μνληέξλα  καζεκαηηθά». Απηφ ην θχκα ηεο 

κεηαξξχζκηζεο γηα ηα καζεκαηηθά πνπ μεθίλεζε απφ ηηο ΖΠΑ επεθηάζεθε θαη έθεξε ζην 

πξνζθήλην δηεζλείο νκάδεο πνπ άξρηζαλ λα ζπζηήλνπλ πην ξηδηθέο κεηαξξπζκίζεηο πνπ 

έθηαλαλ κέρξη ηελ εγθαηάιεηςε φισλ ησλ  γλψξηκσλ ηνκέσλ ησλ ζρνιηθψλ καζεκαηηθψλ 

(Kleine , M, . 1990)   Ζ Ηζηνξία ησλ λέσλ καζεκαηηθψλ δείρλεη θαζαξά πσο δεηήκαηα 

Πξνγξακκάησλ Σπνπδψλ κπνξεί λα γίλνπλ θνηλσληθά ζέκαηα.  Έλα απφ ηα δηδάγκαηα ηεο 

εκπεηξίαο κε ηα λέα καζεκαηηθά είλαη φηη γηα λα πεηχρεη έλα curriculum ρξεηάδεηαη λα είλαη 

πξνζηηφ ζε δηάθνξεο θνηλσληθέο νκάδεο.  Δάλ νη θαζεγεηέο αηζζάλνληαη άβνια  κε έλα 

curriculum,  ηφηε δελ ζα πξνεηνηκάδνληαη γηα λα ην εθαξκφζνπλ , είηε ζα ην απνθεχγνπλ είηε 

ζα ην λνζεχνπλ.. Αλ νη γνλείο αηζζάλνληαη απνζηεξεκέλνη εμαηηίαο ηνπ φηη δελ λνηψζνπλ  

ηθαλνί λα βνεζήζνπλ ηα παηδηά ηνπο θαη δελ αλαγλσξίδνπλ ηη είλαη ζην curriculum απηφ πνπ 

έρεη ηδηαίηεξε   αμία, ηειηθά ζα απαηηήζνπλ αιιαγή.  Σηελ  αξρή ηεο δεθαεηίαο ηνπ 70 ηα λέα 

καζεκαηηθά ήηαλ λεθξά. Σε αληίδξαζε ησλ φζσλ είραλ ηδσζεί σο νη ππεξβνιέο ησλ λέσλ 

καζεκαηηθψλ νη ηάμεηο ησλ καζεκαηηθψλ ζε φιε ηε ρψξα «επέζηξεςαλ ζηα βαζηθά». 

Γεκηνπξγήζεθε έηζη έλα άιιν θίλεκα ην «πίζσ ζηα βαζηθά» ην νπνίν φκσο εζηηάζηεθε 

επξέσο ζε δεμηφηεηεο θαη δηαδηθαζίεο (Schoenfeld, A.,  2004.) 

Τν πξφβιεκα γηα ην «ηη» ζα δηδάζθεηαη, δελ είλαη έλα εληαίν πξάγκα. Σε δηαθνξεηηθέο ρψξεο , 

αθφκα θαη ζηελ ίδηα ηε ρψξα (π.ρ. ΖΠΑ),  ηα ζρνιηθά καζεκαηηθά θαίλνληαη δηαθνξεηηθά. Σε 

κηα δηεζλή θιίκαθα ε θαηάζηαζε είλαη παξφκνηα. Απηφ θαλεξά θαίλεηαη απφ ηε δηαθχκαλζε 

                                                           
1
Standards: Δίλαη πεξηγξαθέο γηα ην ηη ε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ ζα πξέπεη λα θαζηζηά 

ηθαλνχο ηνπο καζεηέο λα μέξνπλ θαη λα θάλνπλ. Καζνξίδνπλ ηελ θαηαλόεζε, ηελ γλώζε θαη ηηο 

δεμηόηεηεο πνπ νη καζεηέο ζα πξέπεη λα απνθηήζνπλ από ην Γεκνηηθό έσο θαη ην Λύθεην.  
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ησλ ζεκάησλ ζηα ζρνιηθά εγρεηξίδηα πνπ βξέζεθε  ζε ζρεηηθή κειέηε ηνπ ΤΗΜΣΣ γηα ηα 

ζρνιηθά βηβιία (Valverdeetal., 2002). .Οη ιφγνη γηα απηέο  ηηο δηαθνξέο ζην πεξηερφκελν,  

έρνπλ λα θάλνπλ κε δηαθνξεηηθέο επηινγέο θάζε θνξά, θαζφζνλ ε δηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν είλαη κηα επηινγή γηα ην ηη ζεσξείηαη φηη είλαη ηα Μαζεκαηηθά , θαη 

ηη αμίεο πξνσζνχληαη κέζα απφ ηε δηδαζθαιίαο ηνπο  ζε ζχλδεζε κε ηηο αμίεο πνπ ε 

εθπαίδεπζε  γεληθά πξνσζεί  (Lerman,  2004 ). Σην παξαπάλσ πλεχκα δελ ζα πξέπεη λα 

απνηεινχλ έθπιεμε νη «καζεκαηηθνί  πφιεκνη  » πνπ ε δεκνζίεπζε ησλ NCTMStandards 

ππξνδφηεζε (αξρηθά ζηηο ΖΠΑ) ,  αλ θαη ε θξάζε    «καζεκαηηθνί  πφιεκνη »  είλαη νμχκσξε 

αθνχ νη άλζξσπνη πηζηεχνπλ ηνπιάρηζηνλ φηη ηα « γεγνλφηα »  ησλ Μαζεκαηηθά είλαη 

θαζνιηθψο αιεζή, νη δηαδηθαζίεο ηνπο θαζνιηθά ζσζηέο θαη είλαη θαη ηα δχν (γεγνλφηα  θαη 

δηαδηθαζίεο) ηειείσο αλεμάξηεηα απφ ηνπο δηάθνξνπο  πνιηηηζκνχο. Έηζη ζε έλα ηξίγσλν ην 

άζξνηζκα ησλ εζσηεξηθψλ ηνπ γσληψλ ζα είλαη 180 κνίξεο αλεμάξηεηα  απφ ηε ρψξα θαη ηελ 

επίπεδε επηθάλεηα ζηελ νπνία απηφ έρεη ζρεδηαζζεί. Καη  φκσο νη πφιεκνη γηα ηα Μαζεκαηηθά  

έρνπλ ηελ ηζηνξία ηνπο θαη νη ζεκεξηλέο δηακάρεο γχξσ απφ ηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε 

θαηαλννχληαη θαιχηεξα φηαλ εμεηάδνληαη ζην πιαίζην ησλ πξνεγνχκελσλ αληαγσληζκψλ . 

(Schoenfeld, A.,  2004.) 

Σχκθσλα κε ηνπο Kilpatrick et al. (2001) νη επηινγέο ζρεηηθά κε ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα ησλ 

καζεκαηηθψλ εμαξηάηαη ελ κέξεη απφ  φ,ηη   ε θνηλσλία ζέιεη λα γλσξίδνπλ νη κνξθσκέλνη 

ελήιηθεο θαη λα είλαη ζε ζέζε λα  θάλνπλ κε απηά πνπ μέξνπλ , αιιά νη ηδέεο απηέο εμαξηψληαη 

επίζεο απφ θξίζεηο κε βάζε ηηο εκπεηξίεο θαη ηηο πεπνηζήζεηο, θαη  νη απνθάζεηο απηέο ζπρλά 

δελ εκπίπηνπλ ζην πεδίν ηεο έξεπλαο. Μφιηο έρνπλ θαζνξηζηεί νη ζηφρνη κάζεζεο γηα ηελ 

καζεκαηηθή  εθπαίδεπζε ,    ε έξεπλαο κπνξεί λα θαζνδεγήζεη  ηηο απνθάζεηο ζρεηηθά κε ηνλ 

ηξφπν γηα ηελ επίηεπμε απηψλ ησλ ζηφρσλ.  Με άιια ιφγηα, ε έξεπλα δελ κπνξεί λα επηιχζεη 

ηα ζέκαηα ησλ αμηψλ θαη πξνηεξαηνηήησλ. 

Παξφκνηεο απφςεηο δηαηππψλνληαη θαη  απφ ηνλ Hiebert (  2003). Ζ έξεπλα δελ κπνξεί λα 

επηιέμεη Standards θαζφζνλ απηά επηιέγνληαη κέζα απφ κηα πνιχπινθε δηαδηθαζία ε νπνία 

ηξνθνδνηείηαη απφ :  

 Κνηλσληθέο πξνζδνθίεο  

 Πξαθηηθέο  ηνπ παξειζφληνο  

 Πιεξνθνξίεο απφ ηελ έξεπλα  

 Οξάκαηα ησλ επαγγεικαηηψλ ηνπ πεδίνπ  

 Σηέξεεο εκπεηξηθέο εθπαηδεπηηθέο πξαθηηθέο 

Καζψο ε γλψζε καο γηα ην πώο νη καζεηέο καζαίλνπλ Μαζεκαηηθά δηεπξχλεηαη  θαη νη 

απφςεηο γηα ην «πψο»  φιν θαη ζπκπίπηνπλ,  δίδνληαη  θαη απαληήζεηο ζε θξίζηκα δηδαθηηθά 

εξσηήκαηα, φπσο:      «πνηνη είλαη νη εθάζηνηε ζηφρνη κάζεζεο, πνηα είλαη ε αθεηεξία 

εθθίλεζεο, πσο θαη πνπ κεηαθηλείζαη θάζε θνξά θαη πσο επηηπγράλεηαη, ηειηθά, ν ζηφρνο  

κάζεζεο πνπ είρε αξρηθά ηεζεί». Σε απηήλ ηελ θαηεχζπλζε είλαη εμαηξεηηθά ζεκαληηθή ε 

έλλνηα ηεο «ηξνρηάο κάζεζεο». Μηα Τξνρηά Μάζεζεο θαη Γηδαζθαιίαο (ΤΜΓ) απνηππψλεη κηα 

ζπλνιηθή ζέαζε ηεο καζεζηαθήο εκπεηξίαο ησλ καζεηψλ ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζεκαηηθή ηνπ 

Πξνγξάκκαηνο Σπνπδψλ ησλ καζεκαηηθψλ θαη ζηνρεχεη ζηε δηαθάλεηα θαη ζηελ 

πξνζβαζηκφηεηα ζηελ αληίζηνηρε εθπαηδεπηηθή ηνπο πνξεία (Heuvel – Panhuizen, 2001).  Σηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, κηα ηέηνηα ηξνρηά: 

 Πξνζθέξεη κηα βάζε γηα ηελ άζθεζε ηεο δηδαθηηθήο πξάμεο 

 Οξίδεη ζεκαληηθνχο ζηαζκνχο κάζεζεο (ελδηακέζνπο θαη ηειηθνχο) αιιά δε ζπληζηά κηα 

πξν-απνθαζηζκέλε πνξεία κάζεζεο 

 Καζηζηά θαλεξέο ηηο δηαθνξέο κάζεζεο κεηαμχ καζεηψλ αιιά δελ πεξηγξάθεη κηα 

αηνκηθή πνξεία κάζεζεο  

 Σπληζηά κηα πεγή έκπλεπζεο γηα δηδαθηηθή δξάζε αιιά φρη έλαλ δηδαθηηθφ νδεγφ 
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 Μπνξεί λα απνβεί εθπαηδεπηηθά σθέιηκε αιιά δελ απνηειεί ην κνλαδηθφ ηξφπν 

αλαβάζκηζεο ηεο πνηφηεηαο ηεο δηδαζθαιίαο. 

Ο δηδάζθσλ πξέπεη λα έρεη θαιή γλψζε ησλ ζηφρσλ, ηνπ δξφκνπ πνπ κπνξεί λα νδεγήζεη ζ‘ 

απηνχο ηνπο ζηφρνπο θαη ησλ νξνζήκσλ πνπ ζα πεξάζνπλ νη καζεηέο ζ‘ έλα ζηάδην ή έλα άιιν 

απηνχ ηνπ δξφκνπ. Φσξίο απηφ ην πεξίγξακκα ζην κπαιφ, είλαη δχζθνιν γηα ηνλ δηδάζθνληα 

λ‘ αμηνινγήζεη ηηο ζηξαηεγηθέο ησλ καζεηψλ θαη λα πξνβιέςεη πνπ θαη πφηε κπνξεί θαλείο λα 

πξνβιέςεη ηηο δεμηφηεηεο θαη ηνπ ηη αληηιακβάλνληαη νη καζεηέο ηα νπνία κφιηο θαίλνληαη απφ 

απφζηαζε  Φσξίο απηή ηελ  καθξνπξφζεζκε πξννπηηθή, γίλεηαη πνιχ δχζθνιε ε θαζνδήγεζε 

ηεο εθκάζεζεο απφ ηνπο καζεηέο. 

Οη πεξηγξαθέο ησλ δηαδξνκψλ είλαη ζρεδηαζκέλεο γηα εθνδηάζνπλ ηνπο δηδάζθνληεο κε κηαλ 

αθξηβή επηζθφπεζε ηνπ πψο κπνξεί λ‘ αλαπηπρζεί   ε καζεκαηηθή θαηαλφεζε ησλ παηδηψλ , 

δίδνληαο έηζη κηα ιαβή ζηε ιήςε εθπαηδεπηηθψλ απνθάζεσλ. Αλ θαη κία δηαδξνκή κάζεζεο – 

δηδαζθαιίαο θέξλεη ζην πξνζθήλην ηε δηαδηθαζία κάζεζεο, δελ ζα έπξεπε λα ηδσζεί σο κία 

γξακκηθή θαη απιή βήκα κε βήκα θαηάζηαζε ζηελ νπνία θάζε βήκα αθνινπζείηαη αλαγθαία 

θαη απαξέγθιηηα απφ ην επφκελν.   Αληηζέησο κία δηαδξνκή κάζεζεο – δηδαζθαιίαο ζα πξέπεη 

λα αληηκεησπίδεηαη σο έλαο δξφκνο κε θαξδηέο ισξίδεο ( MarjavandenHeuvel—Panhuizen , 

2005; Clements, D. H. &Sarama, J., 2009 ) 

Αλ κέζσ ησλ ηξνρηψλ κάζεζεο πεξηγξάθεηαη κηα πνξεία αλάπηπμεο ηεο καζεκαηηθήο 

θαηαλφεζεο ησλ καζεηψλ, θαη σο εθ ηνχηνπ κηα αθνινπζία  ελδηάκεζσλ ζηφρσλ, ε 

«κεηαθνξά» απηήο ηεο αθνινπζίαο ζε έλα Πξφγξακκα Σπνπδψλ ζα πξέπεη λα  ηζνξξνπήζεη  

ηελ επίδξαζε ηξηψλ ζεκαληηθψλ δηαζηάζεσλ ζηελ εμέιημε ηεο πξνφδνπ ηνπ καζεηή;  

 Τεο γλσζηηθήο αλάπηπμεο  

 Τεο καζεκαηηθή ζπλνρήο θαη  

 Τεο  πξαγκαηνινγίαο  ησλ εθπαηδεπηηθψλ ζπζηεκάησλ.  

Ζ θαηάζηαζε πξνζεγγίδεηαη  κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν ζε θάζε βαζκίδα.       Δλ ζπληνκία: ζην 

Γεκνηηθφ ηα  πεξηερφκελα πξνζδηνξίδνληαη  θαη θαζνδεγνχληαη πεξηζζφηεξν απφ ηελ έξεπλα 

ζην πεδίν ηεο  γλσζηηθήο  αλάπηπμεο , ζην Λχθεην απφ ηελ ινγηθή  αλάπηπμε ησλ 

Μαζεκαηηθψλ θαζφζνλ   ζε απηή ηε βαζκίδα  εθθξάδεηαη θαιχηεξα ε επηζηεκνινγηθή δνκή  

ηεο  δηδαθηέαο χιεο ηνπ καζήκαηνο, ελψ ζηε βαζκίδα ηνπ  Γπκλαζίνπ  ζα πξέπεη λα 

γεθπξψλνληαη  απηέο νη δχν πξνζεγγίζεηο. Πξφθεηηαη γηα έλαλ  δχζθνιν ξφιν  πνπ ε σο  ε 

βαζκίδα ηεο εθπαίδεπζεο  αλαιακβάλεη λα επηηειέζεη  ( Wittmann,  2004;  Daro, P., 2010).  

Οη αιιαγέο απηέο   έρνπλ λα θάλνπλ είηε κε ζπγγξαθή λέσλ δηδαθηηθψλ εγρεηξηδίσλ 

(πεξίπησζε ππνρξεσηηθήο εθπαίδεπζεο)  είηε κε παξεκβάζεηο κέζσ νδεγηψλ γηα ηελ 

δηαρείξηζε ηεο δηδαθηέαο χιεο.  Δλδεηθηηθά,   θαη ρσξίο ρξνλνινγηθή ζεηξά αλαθέξσ θάπνηεο 

απφ απηέο:  

Πξνβιεκαηηζκνη θαη επηινγεο  

Σηε ρψξα καο ζπλέβεζαλ ηα ηειεπηαία ρξφληα θάπνηεο αιιαγέο ζηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε.  

Δηδηθφηεξα: 

Α. Σηελ ππνρξεσηηθή εθπαίδεπζε , κε ηελ εθπφλεζε ηνπ ΓΔΠΠΣ—ΑΠΣ ησλ Μαζεκαηηθψλ , 

γξάθηεθαλ λέα δηδαθηηθά εγρεηξίδηα. Κάζε βηβιίν Μαζεκαηηθψλ  Γπκλαζίνπ απνηειείηαη απφ 

δχν κέξε ( Α΄ Μέξνο: Άιγεβξα θαη Β΄ Μέξνο: Γεσκεηξία ) θαη γίλεηαη παξάιιειε δηδαζθαιία, 

θαη από ηνλ ίδην δηδάζθνληα, ησλ δχν  κεξψλ ηνπ. Τν ζθεπηηθφ ηεο σο άλσ επηινγήο ήηαλ φηη 

θαηαπηφλ ηνλ ηξφπν νη καζεηέο θαη ησλ ηξηψλ ηάμεσλ ηνπ Γπκλαζίνπ ζα βξίζθνληαη ζε επαθή 

θαη κε ηηο δχν απηέο ζεκαηηθέο πεξηνρέο  ζε φιε ηε δηάξθεηα ηνπ έηνπο, γηα λα κπνξνχλ, έηζη, 

λα αθνκνηψλνπλ αιιά θαη λα ζπγθξαηνχλ-ζηαζεξνπνηνχλ , θαιχηεξα ηηο έλλνηεο ησλ πεξηνρψλ 

απηψλ. Δμαιείθεηαη έηζη ην θαηλφκελν νκνεηδείο  ελφηεηεο λα απέρνπλ ρξνληθά κεηαμχ ηνπο 

αξθεηνχο κήλεο. Παξάιιεια, ειήθζε κέξηκλα, ηφζν θαηά ηελ ζχληαμε ησλ Α.Π.Σ., φζν θαη 

θαηά ηελ ζπγγξαθή ησλ δηδαθηηθψλ εγρεηξηδίσλ ησλ Μαζεκαηηθψλ ηνπ Γπκλαζίνπ, ψζηε λα 

εμαζθαιίδεηαη: 
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 Ζ αιιειεπίδξαζε, ε αιιεινηξνθνδφηεζε θαη ε κέγηζηε δπλαηή δηαζχλδεζε ησλ ελλνηψλ 

ησλ δχν απηψλ ζεκαηηθψλ πεξηνρψλ θαη  

 Ζ ελαξκφληζε ηεο έθζεζεο ηεο χιεο ησλ δχν κεξψλ (π.ρ. δηδαζθαιία ησλ αξξήησλ κεηά 

ην Ππζαγφξεην Θεψξεκα θηι.), ψζηε λα έρνπλ δηδαρηεί νη πξναπαηηνχκελεο γλψζεηο απφ 

ηε κηα ζεκαηηθή πεξηνρή γηα ηε δηδαζθαιία ελνηήησλ ηεο άιιεο ζεκαηηθήο πεξηνρήο. 

Παξεκβάζεηο  πνπ απνηππψλνπλ ηελ εκπεηξία   ηεο θάζε ζρνιηθήο ρξνληάο  γίλνληαη κέζσ 

νδεγηψλ. Δλδεηθηηθά αλαθέξσ Τελ  απάιεηςε ηεο νκνηνζεζίαο απφ ηα  Μαζεκαηηθά ηεο Γ 

Γπκλαζίνπ.  Δίρε ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ νξηζκφ ησλ φκνησλ ζρεκάησλ γηα λα εγθαηαιεηθηεί 

ζηε ζπλέρεηαγηα ην ιφγν φηη  είλαη κία έλλνηα πνπ δελ μαλαεκθαλίδεηαη ζηα Μαζεκαηηθά ηνπ 

Λπθείνπ θαη φηη ε νκνηφηεηα ζρεκάησλ κπνξεί λα νξηζηεί θαη δηαθνξεηηθά. 

Β.  Σην Λχθεην έγηλε αλακφξθσζε ηνπ βηβιίνπ ηεο  Άιγεβξαο ηεο Ά Λπθείνπ. Με αθνξκή ηε 

ζέζε ηνπ θεθαιαίνπ ησλ εμηζψζεσλ-αληζψζεσλ  πξηλ απφ ην θεθάιαην ησλ ζπλαξηήζεσλ 

αλαπηχρζεθε έλαο έληνλνο δηάινγνο. Δλδεηθηηθά:  Ζ ηζηνξηθή εμέιημε ησλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ εκθαλίδεη πξψηα ηηο εμηζψζεηο θαη κεηά ηηο ζπλαξηήζεηο.  Ζ κειέηε ησλ εμηζψζεσλ –

αληζψζεσλ (αξρηθά)    κέζα απφ ηελ κειέηε ησλ ζπλαξηήζεσλ εγείξεη θαη επηθπιάμεηο γηα ην 

ιφγν  φηη ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο δελ είλαη απφ ηηο επθνιφηεξεο ζηα Μαζεκαηηθά, ε δε 

εμέιημή ηεο  παξνπζηάδεη ηδηαίηεξε κεηαβιεηφηεηα θαζψο αλεβαίλνπκε ηάμε θαη βαζκίδα.     Σε 

θάζε πεξίπησζε  σζηφζν  ζα πξέπεη λα επηδηψθεηαη  ε κέγηζηε δπλαηή ζχλδεζε αλεμάξηεηα 

απφ ην   «ηη ζα πξνεγεζεί»  θαζφζνλ κέζα απφ ηελ  θάζε πξνζέγγηζε  δηδάζθνπκε πνιιέο 

θνξέο  θαη δηαθνξεηηθά καζεκαηηθά Γηα παξάδεηγκα ε ιχζε κηαο αλίζσζεο κέζσ 

ζπλαξηήζεσλ ζηεξίδεηαη ζηελ εξκελεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο, ελψ ε αιγεβξηθή ηεο 

επίιπζε ζηελ θαηνρή ηνπ αιγεβξηθνχ ινγηζκνχ (αλαθέξνπκε θαη ζρεηηθφ παξάδεηγκα ζην 

κέξνο γηα ηε δηαρείξηζε ησλ πεξηερνκέλσλ). Άιιεο παξεκβάζεηο έγηλαλ κέζσ νδεγηψλ κε 

ραξαθηεξηζηηθφηεξεο ηηο παξαθάησ:  

 Απάιεηςε ηνπ αφξηζηνπ νινθιεξψκαηνο ζηε Γ ηάμε ζηα Μαζεκαηηθά ζεηηθήο θαη 

Τερλνινγηθήο θαηεχζπλζεο. Παξά ην φηη δηεπθνιχλεη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ νξηζκέλσλ 

νινθιεξσκάησλ, φκσο δεκηνπξγεί ζχγρπζε ζηνπο καζεηέο ζε πεξηπηψζεηο γηα 

παξάδεηγκα ηζφηεηαο αφξηζησλ νινθιεξσκάησλ ή πξφζζεζεο ( ηη αθξηβψο ζεκαίλεη 

πξφζζεζε νηθνγέλεηαο ζπλαξηήζεσλ θαη ηη άζξνηζκα νηθνγέλεηαο ζπλαξηήζεσλ). 

Άιισζηε ζηφρνο ηνπ πξνγξάκκαηνο δελ είλαη ηφζν ε πιήξεο παξνπζίαζε ησλ ηερληθψλ 

ππνινγηζκνχ νινθιεξσκάησλ, φζν ε αλάδεημε ηεο δχλακεο ηνπ δηαθνξηθνχ ινγηζκνχ ζηε 

κειέηε πξνβιεκάησλ.   

 Απάιεηςε ηεο δηδαζθαιίαο αζθήζεσλ πνπ αλαθέξνληαη ζηε   ζπλάξηεζε νινθιήξσκα. Ζ 

«παξνπζία»  ηεο ζην Π.Σ.  εμππεξεηεί έλαλ πνιχ ζπγθεθξηκέλν ζηφρν: απηφλ ηεο 

απφδεημεο ηνπ ζεκειηψδνπο ζεσξήκαηνο ηνπ νινθιεξσηηθνχ ινγηζκνχ. Δλ ηνχηνηο ην 

ζπγθεθξηκέλν καζεκαηηθφ αληηθείκελν «απηνλνκήζεθε» ζηε ζπλέρεηα κε απνηέιεζκα λα 

αθηεξψλεηαη δηδαθηηθφο ρξφλνο ζε επίιπζε αζθήζεσλ έμσ απφ ηνπο ζηφρνπο ηεο 

δηδαζθαιίαο ηνπ καζήκαηνο. 

Β. Γηα ηελ δηαρείξηζε ησλ πεξηερόκελσλ  

Τα Μαζεκαηηθά απνηεινχλ έλα ηδηαίηεξν αληηθείκελν κάζεζεο.  Ζ επξέσο αλαγλσξηζκέλε 

ηζρχο θαη αμία ηνπο σο έλαο ηνκέαο ηνπ αλζξψπηλνπ πνιηηηζκνχ, κε ζεκαληηθή ζπλεηζθνξά 

ζηελ αλάπηπμε ηεο αηνκηθήο θαη ηεο ζπιινγηθήο ζθέςεο, θαζηζηά ηελ επηηπρεκέλε καζεηεία 

ζε απηά θαζνξηζηηθφ παξάγνληα ηεο γλσζηηθήο θαη, θαη‘ επέθηαζε, ηεο αθαδεκατθήο 

αλάπηπμεο θαη  ηεο επαγγεικαηηθήο αλέιημεο θάζε πνιίηε.   

Πνηα είλαη, φκσο, εθείλα ηα ζηνηρεία ηα νπνία θαζηζηνχλ ηα καζεκαηηθά έλα ηφζν μερσξηζηφ 

αληηθείκελν κάζεζεο αιιά θαη δηδαζθαιίαο; Απφ ηε βηβιηνγξαθία (  Sweller , J.,  1994;  

Dubinsky, E.,  2000;  Dorfler, W., 2002; Duval, R.,  2006; MorenoL. A., &Sriraman, . B. 2010) 

αληινχκε κεξηθά απφ απηά ηα ζηνηρεία : 

 ε ηδηαίηεξε (θπζηθή θαη ζπκβνιηθή) γιψζζα έθθξαζεο ηεο καζεκαηηθήο λνεηηθήο δξάζεο. 
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 Ζ κεγάιε πνηθηιία ζεκεησηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηα Μαζεκαηηθά 

 Τα «πιηθά» απφ ηα νπνία απνηεινχληαη ηα Μαζεκαηηθά ελζσκαηψλνπλ έλα πςειφ 

επίπεδν  δηαδξαζηηθφηεηαο  κεηαμχ ηνπο   

 Τα Μαζεκαηηθά εκθαλίδνπλ πςειφ βαζκφ αθαίξεζεο θαη ηππνπνίεζεο. 

 Ο ηξφπνο ηεθκεξίσζεο ησλ καζεκαηηθψλ ζπιινγηζκψλ.  

Μέζσ ηεο αμηνπνίεζεο ησλ παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθψλ θαηά ηελ δηαρείξηζε ησλ 

καζεκαηηθψλ πεξηερνκέλσλ, αλαδεηθλχεηαη έλαο  ηδηαίηεξνο ηξφπνο ζθέςεο θαη ζπιινγηζκνχ 

κε δεηνχκελν πάληα ηελ θαηαλφεζε. Ο φξνο «θαηαλφεζε»    ρξεζηκνπνηείηαη ζε πάξα πνιινχο 

ηχπνπο θαη εθθξάζεηο ζηνλ θαζεκεξηλφ ιφγν. Σην πιαίζην ησλ Μαζεκαηηθψλ, ζπρλά κηιάκε 

γηα θαηαλφεζε καζεκαηηθψλ ελλνηψλ γεληθά ή γηα θαηαλφεζε ζπγθεθξηκέλσλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ φπσο αξηζκνί, ζπλάξηεζε, φξην κηαο αθνινπζίαο ,γξακκηθή αλεμαξηεζία 

δηαλπζκάησλ θ.η.ι. ‗‘Καηαιαβαίλσ‘‘ θάηη ζεκαίλεη φηη κπνξψ λα ην εμεγήζσ ζε ζρέζε κε ηελ 

πξνεγνχκελε γλψζε κνπ, κε άιια ιφγηα μαλαθαηαζθεπάδσ απηφ ζην κπαιφ κνπ. Γηα 

παξάδεηγκα πξηλ ν καζεηήο θάλεη ρξήζε ελφο ηχπνπ ζα πξέπεη λα έρεη ‗‘θαηαιάβεη‘‘ απηφλ 

δειαδή λα κπνξεί λα θξίλεη πνηνί φξνη είλαη ζηαζεξέο θαη πνηνί κεηαβιεηέο.  Ζ  θαηαλφεζε 

εμαξηάηαη απφ ηηο ζρέζεηο πνπ ην άηνκν ζρεκαηίδεη  κεηαμχ ηκεκάησλ ηεο γλψζεο ηνπ. Απηέο 

νη ζρέζεηο κπνξεί λα είλαη κεηαμχ λέαο θαη ππάξρνπζαο γλψζεο θαζψο επίζεο θαη κεηαμχ 

ηκεκάησλ ηεο ππάξρνπζαο.  Μάιηζηα φζν πεξηζζφηεξεο  είλαη απηέο  νη ζπλδέζεηο ηφζν 

εληζρχεηαη θαη  ε πνηφηεηα   ηεο θαηαλφεζεο.    Καη ε κάζεζε ησλ Μαζεκαηηθψλ εληάζζεηαη 

ζε έλα δίθηπν. γλψζεο  ( Davis 1984; Hatano, G.,1996; SkourasA., 2006 ) . Σην πλεχκα απηφ  ε 

κάζεζε ελφο πεξηερνκέλνπ δελ είλαη θάηη ην «μερσξηζηφ»  αιιά    κέξνο ελφο δηθηχνπ, κέζα 

ζην νπνίν ζα πξέπεη λα αλαδεηρζεί ε ζέζε ηνπ, ψζηε λα απνθηήζεη «λφεκα» γηα ην 

καζεηεπφκελν.   Έλα δίθηπν καζεκαηηθψλ ελλνηψλ θαη δηαδηθαζηψλ δεκηνπξγείηαη γχξσ απφ 

κηα «ζεκειηψδε ηδέα». Γηα παξάδεηγκα ζηελ πεξίπησζε ηεο πξφζζεζεο εηεξψλπκσλ 

θιαζκάησλ, ε «ζεκειηψδεο ηδέα» είλαη ε έλλνηα ησλ ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ, ε νπνία 

ζηεξίδεηαη ζε κηα άιιε «ζεκειηψδε ηδέα», δειαδή, φηη, νη αξηζκνί, δηαηεξψληαο ηελ αμία ηνπο, 

κπνξνχλ λα αλαπαξαζηαζνχλ κε δηάθνξνπο ηξφπνπο, σο θιάζκαηα, σο δεθαδηθνί, σο πνζνζηά 

θ.ά.   Με πνιχ ραξαθηεξηζηηθφ ηξφπν ν Hardy  ( 1990,  ζει. 69) αλαθέξεηαη ζε απηφ ην δίθηπν  

: « Τν ζθαθηζηηθφ πξφβιεκα είλαη ην πξντφλ ελφο ηδηνθπνχο αιιά πνιχ πεξηνξηζκέλνπ 

πιέγκαηνο ηδεψλ, νη νπνίεο δελ δηαθέξνπλ νπζηαζηηθά απφ ην έλα πξφβιεκα ζην άιιν θαη νχηε 

έρνπλ εμσηεξηθέο επηπηψζεηο. Θα ζθεθηφκαζηαλ κε ηνλ ίδην αθξηβψο ηξφπν αθφκα θαη αλ ην 

ζθάθη δελ είρε εθεπξεζεί πνηέ , ελψ ηα ζεσξήκαηα ηνπ Δπθιείδε θαη ηνπ Ππζαγφξα έρνπλ 

επεξεάζεη βαζεηά ηε ζθέςε, θαη κάιηζηα έμσ απφ ηνλ θχθιν ησλ Μαζεκαηηθψλ ».  

Μεξηθά απφ ηα παξαθάησ παξαδείγκαηα δείρλνπλ πσο πξνβάιιεηαη ε ζεσξία ζηελ 

θαζεκεξηλφηεηα ηεο εθπαηδεπηηθήο δηαδηθαζίαο.  

Παξάδεηγκα 1
ν
. Απφ κηα απιή ξεηνπνίεζε παξνλνκαζηή κπνξεί λα «ππξνδνηεζεί» έλαο 

δηάινγνο ζηελ ηάμε.  Ζ «εηθφλα»  πνπ έρνπκε γηα ηνλ αξηζκφ 
1

2
 αιιάδεη κέζα απφ ηελ 

«ξεηνπνίεζε» ηνπ παξνλνκαζηή ηνπ, 
1

2
=

2

2
 , αθνχ ηψξα ζα κπνξνχκε λα ηνλ 

παξαζηήζνπκε ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Με απηή ηε ζχληνκε δηαδηθαζία 

δηαηξέρνπκε σζηφζν έλα δίθηπν γλψζεο.    

Παξάδεηγκα 2
ν
. Τα Μαζεκαηηθά είλαη ην πεδίν κέζα ζην νπνίν ζπλαληάκε ην κεγαιχηεξν 

εχξνο ζπζηεκάησλ ζεκεησηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ, ηφζν εθείλσλ πνπ είλαη θνηλά ζε θάζε 

είδνο ζθέςεο, φπσο ε θπζηθή γιψζζα, φζν θαη εθείλσλ πνπ είλαη εηδηθά γηα ηα Μαζεκαηηθά, 

φπσο νη αιγεβξηθνί θαη νη ηππηθνί ζπκβνιηζκνί Τα καζεκαηηθά αληηθείκελα (αξηζκνί, 

ζπλαξηήζεηο, δηαλχζκαηα, θιπ), ζε αληίζεζε κε θαηλφκελα ηεο Αζηξνλνκίαο, ηεο Φπζηθήο, ηεο 

Φεκείαο, ηεο Βηνινγίαο, θιπ., δελ είλαη πνηέ πξνζβάζηκα κέζσ ησλ αηζζήζεσλ ή ησλ νξγάλσλ 
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(κηθξνζθφπηα, ηειεζθφπηα, δηαηάμεηο κεηξήζεσλ Καλέλα είδνο καζεκαηηθήο δηαδηθαζίαο δελ 

κπνξεί λα εθηειεζζεί ρσξίο ηε ρξήζε  ελφο ζεκεησηηθνχ ζπζηήκαηνο αλαπαξάζηαζεο  Οη 

δηαδηθαζίεο γηα λα γίλεη κία αξηζκεηηθή πξάμε εμαξηάηαη ηφζν απφ ην ζχζηεκα 

αλαπαξάζηαζεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνπο αξηζκνχο,  φζν  θαη απφ ηηο καζεκαηηθέο 

ηδηφηεηεο ησλ πξάμεσλ. Έηζη, νη αιγφξηζκνη είλαη δηαθνξεηηθνί γηα έλα δεθαδηθφ θαη γηα έλα 

θιαζκαηηθφ ζπκβνιηζκφ ησλ ίδησλ αξηζκψλ. Δλδεηθηηθά:  

0,20 + 0,25 = ...   1/5 + 1/4 = ...      0,999...=1 

0,20 : 0,25 = ...         1/5 : 1/4 = ... 

Σηελ θαζεκεξηλφηεηα ηεο εθπαηδεπηηθήο δηαδηθαζίαο ζα πξέπεη λα θαιιηεξγείηαη ε ηθαλφηεηα 

ηνπ καζεηή λα θηλείηαη θαη λα ρξεζηκνπνηεί κηα πνηθηιία απφ αλαπαξαζηάζεηο ζηηο νπνίεο ζα 

αλαγλσξίδεη ηα αλαπαξηζηψκελα καζεκαηηθά. Ταπηφρξνλα ε αλαγλψξηζε ηνπ ίδηνπ 

αλαπαξηζηψκελνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ ζε δηαθνξεηηθά πιαίζηα δηεπθνιχλεη θαη ηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ. Μάιηζηα  ε ηθαλφηεηα κεηάβαζεο απφ έλα ζχζηεκα αλαπαξαζηάζεσλ 

ζε έλα άιιν είλαη πνιχ ζπρλά ην θξίζηκν θαηψθιη γηα ηελ πξφνδν ζηε κάζεζε θαη ζηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ  (Duval, R., 2006). 

Σην πξφβιεκα : γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ην ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ      
2 2x y 0   

( 2x α) + 2y =1 

Έρεη 0,1,2,3,4, ή 5 ιχζεηο 

Δίλαη πνιχ εχθνιν λα «βαιηψζνπκε»  ζε αιγεβξηθνχο ππνινγηζκνχο. Δλ ηνχηνηο ε ππφδεημε 

πξνο ην καζεηή «λα ζρεδηαζεη έλα δηάγξακκα αλ ηνύην είλαη δπλαηόλ» θαζηζηά ην πξφβιεκα 

πξνζηηφ.  

 

 
Πξάγκαηη φηαλ ζεσξήζνπκε φηη ε εμίζσζε ( 2x α) + 2y =1 παξηζηάλεη έλαλ θχθιν θέληξνπ 

(α,0)  ηφηε ην θέληξν ηνπ ζα θηλείηαη –άξα θαη ν θχθινο –θαηά κήθνο ηνπ άμνλα ρ΄ρ. Απηή ε 

θίλεζε ηνπ θχθινπ δηεπθνιχλεη λα δνχκε φηη ή δελ ππάξρνπλ θαζφινπ ιχζεηο , ή ππάξρνπλ 

δχν ιχζεηο (ζηα ζεκεία κε ηεηκεκέλεο 2  ) ή ηξεηο ιχζεηο ( α  =1  ), ή ηέζζεξηο ιχζεηο ( 

φηαλ  α 2    θαη ν α δηάθνξνο ηνπ 0 , 1, -1).    (Schoenfeld , A. 1980. p. 11) 

Ζ πνιπζεκία ησλ δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ ηεο ίδηαο έλλνηαο,  επηβάιιεη φ,ηη  

δηδάζθεηαη θαη αλαδεηθλχεηαη ζε έλα πιαίζην αλαπαξάζηαζεο   ζα πξέπεη λα εξκελεχεηαη, 

επεμεγείηαη θαη ελ ηέιεη ζπκπιεξψλεηαη κέζα απφ έλα άιιν πιαίζην.     

Γηα παξάδεηγκα : 

Ζ ιχζε ηεο αλίζσζεο  2 1
x 0

x
  αιγεβξηθά,  αθνινπζεί ηνλ παξαθάησ αιγφξηζκν: 
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Ζ γξαθηθή ιχζε ηεο αλίζσζεο 2 1
x 0

x
  ζα πξνθχςεη κέζα απφ ηνλ παξαθάησ ζπιινγηζκφ:  

Αλ f(x)= 2x  θαη g(x)= 1/x, δεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεοf(x)-g(x)>0, δειαδή f(x)>g(x), 

δειαδή δεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ είλαη «πάλσ» απφ ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g , θάηη ην νπνίν θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 

 
 

 Ζ αιγεβξηθή ιχζε  πξνππνζέηεη γλψζε ηνπ αιγεβξηθνχ ινγηζκνχ  (πξφζζεζε θιαζκάησλ, 

απαινηθή παξνλνκαζηψλ, πξφζεκν γηλνκέλνπ). Γειαδή ε αιγεβξηθή ιχζε δίδεη ηνλ 

αιγφξηζκν επίιπζεο ηεο αλίζσζεο.   

 Ζ γξαθηθή ιχζε εξκελεχεη   θαη επεμεγεί ηη ζεκαίλεη 
2 1

x
x

   ζην γξαθηθφ επίπεδν θαη 

πσο ε ιχζε πξνβάιιεηαη ζηνλ ρ΄ρ, ελψ ζε θακκηά πεξίπησζε δελ κπνξεί λα εμεγήζεη ηνλ 

ηξφπν απαινηθήο ησλ παξνλνκαζηψλ 

 Γελ ζα πξέπεη λα ζεσξείηαη δεδνκέλν φηη φηαλ νη καζεηέο ιχλνπλ γξαθηθά κηα αλίζσζε 

καζαίλνπλ ηα ίδηα Μαζεκαηηθά φπσο φηαλ ιχλνπλ ηελ ίδηα αλίζσζε αιγεβξηθά 

Παξάδεηγκα 3
ν
. Σρεηηθά ηψξα κε ηνλ ηξφπν ηεθκεξίσζεο ησλ καζεκαηηθψλ ηζρπξηζκψλ. Αλ 

κέζσ ηεο απφδεημεο «επηζεκνπνηείηαη»  ε αιήζεηα κηαο καζεκαηηθήο δήισζεο,  κε ηε ρξήζε 

ελφο παξαδείγκαηνο είλαη δπλαηφλ λα απνθαιπθζεί ην ιάζνο ελφο ηζρπξηζκνχ (Σπλεζίδνπκε λα 

ην νλνκάδνπκε ηφηε Αληηπαξάδεηγκα).  Καη ζηελ θνηλσλία ηεο πιεξνθνξίαο  απνηειεί 

ζπνπδαία ηθαλφηεηα ε ιήςε απνθάζεσλ γηα ηελ αμηνπηζηία ελφο ηζρπξηζκνχ.  Γεληθφηεξα ν 

θεληξηθφο ξφινο ησλ  «παξαδεηγκάησλ»  ζηε δηδαζθαιία θαη κάζεζε ησλ Μαζεκαηηθψλ  

αλαγλσξίδεηαη ζηε βηβιηνγξαθία (Zazkis,R&Chernoff, J, E., (2008).  

Παξαζέησ απφ ηε Γηαρείξηζε ηεο Γηδαθηέαο-Δμεηαζηέαο χιεο ησλ Μαζεκαηηθψλ ηεο Γ΄ ηάμεο 

ΓΔΛ γηα ην ζρ. έηνο 2016-2017 έλα, ζρεηηθφ κε ηα παξαπάλσ, απφζπαζκα πνπ αθνξά ζηελ 

παξάγξαθν 1.4  

Να ηνληζηεί, επίζεο, όηη ε ύπαξμε ηνπ νξίνπ δελ ζπλεπάγεηαη κνλνηνλία, θάηη πνπ όπσο 

πξνθύπηεη από ηε βηβιηνγξαθία είλαη ζπλεζηζκέλε παξαλόεζε ησλ καζεηώλ, νύηε όκσο θαη 

ηνπηθή κνλνηνλία δεμηά θαη αξηζηεξά ηνπ , δειαδή κνλνηνλία ζε έλα δηάζηεκα αξηζηεξά ηνπ θαη 

ζε έλα δηάζηεκα δεμηά ηνπ . Γηα ην ζθνπό απηό κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γξαθηθέο 
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παξαζηάζεηο θαηάιιεισλ ζπλαξηήζεσλ, πνπ ζα ζρεδηαζηνύλ κε ηε βνήζεηα ινγηζκηθνύ, όπσο 

είλαη γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξηεζε  

 
 

ΑΝΤΗ ΔΠΗΛΟΓΟΥ 

Ζ κεγάιε επίδξαζε ηεο δηαρείξηζεο ησλ πεξηερνκέλσλ ζηε δηδαζθαιία θαη κάζεζε ησλ 

καζεκαηηθψλ επηβεβαηψλεηαη θαη απφ δηεζλείο ζπγθξηηηθέο κειέηεο.  Σχκθσλα κε ηνλ δηεζλή 

δηαγσληζκφ ΤΗΜΣΣ, ζπγθξηηηθή κειέηε ησλ απνηειεζκάησλ δείρλεη φηη κεηαμχ ησλ ρσξψλ πνπ 

έρνπλ ηηο πςειφηεξεο επηδφζεηο ππάξρεη έλα επξχ πεδίν δηαθνξεηηθψλ πξαθηηθψλ πνπ 

εθαξκφδνληαη ζηελ ηάμε. Υπάξρεη φκσο έλα θνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ πνπ δηαηεξείηαη θαη απηφ 

είλαη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν παξνπζηάδνληαη νη καζεκαηηθέο έλλνηεο  (Watson, A., andGeest, 

E., 2005).  Καη κηα καζεκαηηθή εθπαίδεπζεο πνπ ζα απειεπζεξψλεη θαη ζα θσηίδεη ην 

θξπκκέλν δπλακηθφ ησλ Μαζεκαηηθψλ έρεη αλάγθε απφ ηέηνηεο πξνζεγγίζεηο ησλ δαζθάισλ 

ησλ Μαζεκαηηθψλ.  
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ΛάζεΟθεηιόκελαζηνποΟξηζκνύοθαηηαΘεσξήκαηαηεοΑλάιπζεο 

 

ΝίθνοΙσζεθίδεο, Μαζεκαηηθόο 

Δηζαγσγή 

Σήκεξα φιεο νη καζεκαηηθέο ζεσξίεο είλαη ζεκειησκέλεο κε ηελ βνήζεηα αξρηθψλ ελλνηψλ, 

αμησκάησλ θαη νξηζκψλ θαη δελ κπνξεί λα ππάξμεη δηαθσλία ζε θαλέλα ζέκα. Κάζε δηαθσλία 

κπνξεί λα αλαρζεί ζηα αμηψκαηα θαη ηνπο νξηζκνχο ηεο εθάζηνηε ζεσξίαο. Με ηνλ ηξφπν απηφ 

ζίγνπξα ε δηαθσλία ζα εθιείςεη. 

Δδψ ζα πηνζεηήζνπκε πιήξσο ηνπο νξηζκνχο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ ηεο Αλάιπζεο θαη κε βάζε 

απηνχο ζα επηζεκάλνπκε ηα ζεκαληηθφηεξα ιάζε θαη παξαιείςεηο.  

Τα πεξηζζφηεξα ιάζε ζηελ Αλάιπζε νθείινληαη  

 Σηελ παξάβιεςε ή ηελ ιάζνο ρξήζε ησλ νξηζκψλ θαη ησλ ζεσξεκάησλ, ζηελ παξαλφεζή 

ηνπο ή ζηελ απζαίξεηε επέθηαζή ηνπο πνπ δελ είλαη πάληνηε αιεζήο. 

 Σηελ ιάζνο ρξήζε ησλ ζπκβφισλ θαη   

 Σηελ ρξήζε ηνπ αληηζηξφθνπ ζεσξήκαηνο πνπ δελ ηζρχεη πάληνηε ή ζηελ ιάζνο ρξήζε ηεο 

άξλεζεο ηνπ ζεσξήκαηνο. 

Θα αλαιχζνπκε κεξηθά αληηπξνζσπεπηηθά ιάζε απφ ηελ 1
ε
 θαη 3

ε
 θαηεγνξία. 

Γηα λα απνθχγνπκε ηηο πνιιέο επαλαιήςεηο θαη επεμεγήζεηο, ζην εμήο, φηαλ αλαθεξφκαζηε ζε 

ζχλνιν κε ηελ νλνκαζία Γ ζα ελλννχκε φηη ην Γ είλαη δηάζηεκα θαη ζηελ πεξίπησζε απηή κε 

Γ0 ζα ελλννχκε ην εζσηεξηθφ ηνπ δηαζηήκαηνο. 

 

Α) Λάζε νθεηιόκελα ζηνπο νξηζκνύο 

Σηελ θαηεγνξία απηή νθείινληαη ηα πεξηζζφηεξα ιάζε θαη είλαη δηαθφξσλ εηδψλ. 

1) ΢ύγρπζε νξηζκνύ θαη ζεσξήκαηνο: 

Μηα θαηεγνξία ιαζψλ νθείιεηαη ζην φηη φινη νη ζπγγξαθείο δελ δίλνπλ αθξηβψο ηνπο ίδηνπο 

νξηζκνχο γηα θάζε έλλνηα. 

Π.ρ. Σην ζρνιηθφ βηβιίν ινηπφλ ηεο Αλάιπζεο, ν νξηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο 1-1 είλαη ν εμήο: 

Μηα ζπλάξηεζε f : A  ΅ ιέγεηαη ζπλάξηεζε 1-1, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 1 2x ,x A , 

ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: αλ 
1 2x x , ηόηε 

1 2f (x ) f (x )  

Με ηελ βνήζεηα ηνπ νξηζκνχ απηνχ απνδεηθλχεηαη ην εμήο ζεψξεκα: 

  

Μηα ζπλάξηεζε f : A  ΅  είλαη ζπλάξηεζε 1-1, αλ θαη κόλν αλ γηα νπνηαδήπνηε 

1 2x ,x A  ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: αλ 
1 2f (x ) f (x ) , ηόηε 

1 2x x  

Δπεηδή γηα ηελ ιχζε ησλ αζθήζεσλ ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο ην ζεψξεκα, αιιά θαη ζε πνιιά 

βηβιία (κε ζρνιηθά βνεζήκαηα) σο νξηζκφο δίλεηαη ην ζεψξεκα ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ, ζπρλφ 

ιάζνο γίλεηαη ζην εξψηεκα: 

Πόηε κηα ζπλάξηεζε ιέγεηαη 1-1; 

 

Κάπνηνη καζεηέο δελ ζα δψζνπλ σο απάληεζε ηνλ νξηζκφ, αιιά ην ζεψξεκα. 

Ζ δηάθξηζε κεηαμχ νξηζκνχ θαη ζεσξήκαηνο είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ απνθπγή ηέηνησλ 

ιαζψλ. 

Σρεηηθφ είλαη θαη ην επφκελν ιάζνο: 

Η ζπλάξηεζε  f : A  ΅  ιέγεηαη 1-1 αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε 1 2x ,x A ηζρύεη 

1 2 1 2x x f (x ) f (x )    

Ζ ηζνδπλακία δελ είλαη ιάζνο, φκσο ν νξηζκφο έρεη ζπλεπαγσγή θαη φρη ηζνδπλακία. 

Τν ίδην ιάζνο γίλεηαη θαη κε ηνλ νξηζκφ ηεο γλεζίσο αχμνπζαο ζπλάξηεζεο. 

Ο νξηζκφο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ είλαη: 
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Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλ. αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο αλ γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 2x ,x Γ  κε 

1 2 1 2x x f (x ) f (x )    

Δίλαη ιάζνο λα δψζνπκε σο νξηζκφ ηνλ παξαθάησ: 

Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλ. αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο αλ γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 2x ,x Γ  ηζρύεη: 

1 2 1 2x x f (x ) f (x )    

Η αληίζηξνθε ζπλεπαγσγή είλαη ζπκπέξαζκα πνπ κπνξεί λα απνδεηρζεί, επνκέλσο ε 

παξαπάλσ πξφηαζε (κε ηελ ζεκαζία ηεο γξακκαηηθήο) είλαη ζεψξεκα θαη φρη νξηζκφο. 

2) Με ηζνδύλακνη νξηζκνί 

Σπλήζσο, νη δηαθνξεηηθνί νξηζκνί γηα ηελ ίδηα έλλνηα είλαη ηζνδχλακνη, δειαδή απφ ηνλ θάζε 

νξηζκφ πξνθχπηεη ν άιινο σο ζπκπέξαζκα (ζεψξεκα).  

Απηφ φκσο δελ ζπκβαίλεη πάληνηε. Ζ κε ηζνδπλακία ησλ νξηζκψλ γηα ηελ ίδηα έλλνηα 

δεκηνπξγεί ιάζε φπσο ην παξαθάησ: 

Ο νξηζκφο ηεο κνλνηνλίαο ζην ησξηλφ ζρνιηθφ βηβιίν είλαη ν εμήο: 

Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη  

 Γλεζίσο αύμνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 2x ,x Γ  κε 

1 2x x  ηζρύεη 
1 2f (x ) f (x )  

 Γλεζίσο θζίλνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 2x ,x Γ  κε 

1 2x x  ηζρύεη 
1 2f (x ) f (x )  

Ο νξηζκφο ηεο κνλφηνλεο ζπλάξηεζεο ινηπφλ ζην ηζρχνλ ζρνιηθφ βηβιίν δίλεηαη κφλν ζε 

δηάζηεκα. Έηζη δελ έρεη λφεκα ε έθθξαζε ―ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αχμνπζα ζην 

A (1,2) (2,3)  ‖ αθνχ ην Α  δελ είλαη δηάζηεκα. 

Σην πξνεγνχκελν ζρνιηθφ βηβιίν (επί Γεζκψλ) ν νξηζκφο ηεο κνλνηνλίαο δίλνληαλ ζε 

νπνηνδήπνηε ζχλνιν. Έηζη ζε ιπκέλν παξάδεηγκα ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ γηα λα κειεηεζεί ε 

κνλνηνλία ηεο 
α

f (x) , κε α 0
x

  , απνδεηθλχεηαη φηη ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζε θαζέλα απφ ηα 

δηαζηήκαηα ( ,0)  θαη (0, ) θαη θαηφπηλ απνδεηθλχεηαη φηη ε  f  δελ είλαη γλ. θζίλνπζα 

ζηελ έλσζε ( ,0) (0, )    παξαηεξψληαο φηη f ( 1) f (1)  . 

 

Σχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ απηφ (βηβιίν Γεζκψλ) απνδεηθλχεηαη φηη αλ ε f είλαη γλ. κνλφηνλε 

(νπφηε ππάξρεη ε αληίζηξνθή ηεο 1f  ), ε 1f   είλαη γλ. κνλφηνλε κε ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο. 

Ζ πεπνίζεζε απηή παξέκεηλε σο ζήκεξα θαη πνιχ ζπρλά βιέπνπκε ηελ ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο 

απηνχ. Τη αθξηβψο ηζρχεη φκσο κε ην ησξηλφ ζρνιηθφ βηβιίν; 

Ηζρχεη ηψξα ην εμήο:  

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ (νπόηε ππάξρεη ε αληίζηξνθή ηεο 
1f  ), ε 1f   έρεη ηελ ηδηόηεηα: 

Γηα θάζε 1 2y , y f (Γ)  κε 1 1

1 2 1 2y y f (y ) f (y )     

Απηφ φκσο δελ αξθεί γηα λα πνχκε φηη ε 1f   είλαη γλ. αχμνπζα. Γηα λα πνχκε φηη ε 1f   είλαη 

γλ. αχμνπζα ζην f (Γ) πξέπεη ην f (Γ)  λα είλαη δηάζηεκα. Τν f (Γ) είλαη ζίγνπξα δηάζηεκα αλ ε 

f είλαη ζπλερήο. Αλ φκσο ε f δελ είλαη ζπλερήο ηφηε ην f (Γ) κπνξεί λα κελ είλαη δηάζηεκα 

φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ παξάδεηγκα. 

Η ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο εμήο: 
x αλ x [0,1]

f (x)
x 1 αλ x (1,2]


 

 
 

Ολνκάδνπκε 1Γ [0,1] , 2Γ (1,2]   
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Τν πεδίν νξηζκνχ ηεο f είλαη ην θιεηζηφ δηάζηεκα 
1 2Γ Γ Γ [0,2]    θαη εχθνια 

απνδεηθλχεηαη φηη ε f είλαη γλ. αχμνπζα ζην Γ. Τν ζχλνιν ηηκψλ ηεο είλαη ην ζχλνιν 

1 2f (Γ) f (Γ ) f (Γ ) [0,1] (2,3]     ην νπνίν δελ είλαη δηάζηεκα. Έηζη δελ κπνξνχκε λα 

νκηινχκε γηα κνλνηνλία ηεο 1f  . Μπνξνχκε φκσο λα πνχκε φηη γηα θάζε 
1 2y , y f (Γ) κε

1 1

1 2 1 2y y f (y ) f (y )    . 

 
Μεηά απφ ην παξάδεηγκα απηφ δεκηνπξγείηαη ε ππνςία γηα ην ηη γίλεηαη κε ηελ κνλνηνλία ηεο 

ζχλζεζεο δχν ζπλαξηήζεσλ. Ζ ππνςία δεκηνπξγείηαη γηα ην πεδίν νξηζκνχ ηεο ζχλζεζεο, αλ 

δειαδή είλαη ππνρξεσηηθά δηάζηεκα ή φρη. 

Ηζρχεη ην εμήο: 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f : A  ΅  θαη g : B ΅  είλαη γλ. κνλόηνλεο θαη νξίδεηαη ε ζύλζεζε 

g f : Γ o ΅  θαη ην Γ δελ είλαη κνλνζύλνιν, ηόηε ε g fo είλαη γλ. αύμνπζα αλ νη 

ζπλαξηήζεηο f θαη g έρνπλ ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο, ελώ ε g fo είλαη γλ. θζίλνπζα αλ νη 

ζπλαξηήζεηο f θαη g έρνπλ δηαθνξεηηθό είδνο κνλνηνλίαο. 

Σηελ αηηηνιφγεζε  πνπ βιέπνπκε ζπρλά (κνλίκσο ζα έιεγα) παξαιείπεηαη ε απφδεημε φηη ην 

πεδίν νξηζκνχ ηεο ζχλζεζεο είλαη δηάζηεκα. Ζ απφδεημε απηή είλαη ε εμήο: 

Δίλαη: Γ {x A θαη f (x) B}    

Έζησ 1 2x ,x Γ  κε 
gf

1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) g(f (x )) g(f (x ))


      1 2(g f )(x ) (g f )(x )o o  

Άξα ε g fo  είλαη γλ. αχμνπζα. 

΋κνηα γίλεηαη ε απφδεημε θαη ζηηο άιιεο πεξηπηψζεηο 

Δίλαη όκσο πξάγκαηη ην Γ δηάζηεκα; Η απάληεζε είλαη θαηαθαηηθή. 

Μπνξεί εχθνια λα απνδεηρζεί φηη ην Γ είλαη δηάζηεκα, νπφηε ε πξφηαζε ηζρχεη. 

Γηα λα απνδείμνπκε φηη ην Γ είλαη δηάζηεκα, αξθεί λα απνδείμνπκε φηη αλ α,β Γ , ηφηε γηα 

θάζε x κε α x β   ηζρχεη x Γ . 

Πξάγκαηη, επεηδή νη f θαη g είλαη γλ. αχμνπζεο ζηα Α θαη Β, ηα Α θαη Β είλαη δηαζηήκαηα.  

Δπεηδή α,β Γ  α,β Α  θαη επεηδή ην Α είλαη δηάζηεκα θαη α x β x A     

Δπίζεο 
f A

α x β f (α) f (x) f (β)


      

Δπεηδή ην Β είλαη δηάζηεκα, f (α), f (β) Β  θαη f (α) f (x) f (β)   f (x) B  

Τέινο, επεηδή x A θαη f (x) B  x Γ , άξα ην Γ είλαη δηάζηεκα θαη κπνξνχκε πιένλ λα 

νκηινχκε γηα κνλνηνλία ηεο g fo . 

 

Παξαηήξεζε 

Σηε δηαηχπσζε ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο πξνζζέζακε ηε θξάζε φηη ην Γ δελ είλαη 

κνλνζχλνιν.  
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Σην ζρνιηθφ βηβιίν ζε δχν ζεκεία ηεο παξαγξάθνπ 1.2 (ην έλα ζεκείν ζηε ζχλζεζε 

ζπλαξηήζεσλ) αλαθέξεηαη θαηά ιέμε φηη:  

“ζε όλη ηην έκηαζη ηοσ βιβλίοσ θα αζτοληθούμε μόνο με ζσναρηήζεις ποσ οι ζσνθέζεις 

ηοσς έτοσν πεδίο οριζμού διάζηημα ή ένωζη διαζηημάηων” 

Ζ ζεκείσζε απηή δελ αξθεί φκσο γηα λα αγλνήζνπκε ηελ παξαπάλσ εμαίξεζε θαη πξέπεη λα  

πξνζηεζεί ζηελ εθθψλεζε ηνπ ζεσξήκαηνο. Ζ ίδηα παξαηήξεζε ηζρχεη θαη γηα άιια 

ζεσξήκαηα (ζπλέρεηα θαη παξάγσγνο). 

3) Διιηπείο νξηζκνί 

Οη νξηζκνί ζηελ Αλάιπζε είλαη πνιχ αθξηβείο θαη ιεπηνκεξείο θαη νπνηαδήπνηε παξέθθιηζε ε 

δηαθνξνπνίεζε νδεγεί ζε παξαιείςεηο ή ιάζε.  

Σπρλά είλαη ηα ιάζε θαηά ηα νπνία παξαιείπνληαη νπζηψδε κέξε ηνπ νξηζκνχ. 

Π.ρ νξηζκφο άξηηαο ζπλάξηεζεο: 

Μηα ζπλάξηεζε f : A  ΅  ιέγεηαη άξηηα, αλ γηα θάζε x A  ηζρύεη f ( x) f (x)   

Δδψ έρεη μεραζηεί ε πξνυπφζεζε: Γηα θάζε x A x A    

4) Αγλόεζε ησλ νξηζκώλ 

Σπλεζηζκέλν είλαη ην θαηλφκελν θαηά ην νπνίν αγλννχληαη νη νξηζκνί θαη πηνζεηνχληαη 

απζαίξεηνη νξηζκνί. 

Φαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ε εχξεζε ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ κηαο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη 

απνηέιεζκα πξάμεσλ.  

Π.ρ. Πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο δύν ζπλαξηήζεσλ 

Αλ  f : A  ΅  θαη g : B ΅  είλαη δχν ζπλαξηήζεηο, ε ζχλζεζή ηνπο g fo  νξίδεηαη φηαλ ην 

ζχλνιν Γ {x A θαη f (x) B}    δελ είλαη θελφ. Τφηε ε ζπλάξηεζε g fo νξίδεηαη σο εμήο: 

g f : Γ o ΅ κε (g f )(x) g(f (x))o  

Τν πεδίν νξηζκνχ ηεο g fo  δελ κπνξεί λα βξεζεί απφ ηνλ ηειηθφ ηεο ηχπν g(f (x)) , αιιά 

ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ πξέπεη λα βξεζεί σο  Γ {x A θαη f (x) B}   .  

Σν ζύλνιν απηό δελ είλαη πάληνηε ίζν κε απηό πνπ ζα πξνέθππηε από ηνλ ηύπν ηεο g fo

φπσο θαίλεηαη θαη απφ ην παξαθάησ 

Παξάδεηγκα 

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g νξίδνληαη σο εμήο: 

3
f (x)

x
 θαη 

1
g(x)

x 1



 

Τα πεδία νξηζκνχ ησλ f θαη g είλαη αληίζηνηρα A {0} ΅  θαη  B {1} ΅  

Τν πεδίν νξηζκνχ ηεο ζχλζεζεο  g fo   είλαη ην  

Γ {x A θαη f (x) B}   
3

{x 0 θαη 1}
x

   {0,3}΅  

Ο ηχπνο ηεο g fo  είλαη  (g f )(x) g(f (x)) o
1

3
1

x



x

3 x
 

Ζ παξάζηαζε 
x

3 x
 νξίδεηαη γηα θάζε x 3 , δειαδή νξίδεηαη θαη γηα x 0  

Έηζη ηα πεδία νξηζκνχ ησλ g fo   θαη  
x

h(x) = 
3 x

 δελ είλαη ίζα. 

Τνλίδνπκε φηη γηα ην πεδίν νξηζκνχ ηεο g fo , ν νξηζκφο απαηηεί λα νξίδεηαη θαη ην f (x)  θαη 

ην g(f (x))  θαη δελ αξθεί λα νξίδεηαη ην g(f (x)) . 
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5) Με νξηζκέλεο έλλνηεο 

΋ζν θαη αλ θαίλεηαη παξάμελν, ππάξρνπλ έλλνηεο ζηα καζεκαηηθά πνπ δελ έρνπλ νξηζηεί θαη 

ρξεζηκνπνηνχληαη σο απηνλφεηεο. Τέηνηεο έλλνηεο είλαη π.ρ νη 

 Λάζνο πξόβιεκα 

 Αξηζκόο ξηδώλ εμίζσζεο 

 Δπαιήζεπζε πξνβιήκαηνο (πόηε θαη γηαηί ηελ θάλνπκε) 

 Δκβαδόλ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηξηώλ ή 

πεξηζζνηέξσλ ζπλαξηήζεσλ. 

Ο κε νξηζκφο ησλ παξαπάλσ ελλνηψλ πνιιέο θνξέο έρεη δεκηνπξγήζεη εξσηεκαηηθά ζηε ιχζε 

ησλ αζθήζεσλ θαη θάπνηε νη έλλνηεο απηέο πξέπεη λα δηεπθξηληζηνχλ. 

Αλαιχνπκε μερσξηζηά θάζε πεξίπησζε 

Λάζνο πξόβιεκα 

Τνλ νξηζκφ απηφ (Λάζνο πξφβιεκα) δελ ηνλ ζπλαληνχκε πνπζελά. 

Έλαο νξηζκφο ηνλ νπνίν πηνζεηήζακε ζην [5] είλαη ν εμήο:  

Λάζνο πξόβιεκα νλνκάδεηαη έλα πξόβιεκα ηνπ νπνίνπ ηα δεδνκέλα είλαη αζπκβίβαζηα. 

Υπάξρεη ηειεπηαία κηα ηάζε εδψ ζηελ Διιάδα, λα απαιεηθζεί ν φξνο απηφο απφ ηα 

καζεκαηηθά θαη λα κελ δερφκαζηε ηελ έλλνηα ιάζνο πξφβιεκα. Οη νπαδνί απηήο ηεο ηάζεο 

ηζρπξίδνληαη φηη δελ ελδηαθέξεη αλ ηα δεδνκέλα ελφο πξνβιήκαηνο είλαη ζσζηά (ζπκβηβαζηά) 

ή φρη. Μαο ελδηαθέξεη κφλν αλ απφ ηα δεδνκέλα κπνξνχκε κε ζπλεπαγσγέο λα θαηαιήμνπκε 

ζην ζπκπέξαζκα. Απηφ ην ζηεξίδνπλ ζηελ ινγηθή φηη αλ ε πξφηαζε p είλαη ςεπδήο, ηφηε ε 

ζπλεπαγσγή p q  είλαη αιεζήο αλεμαξηήησο ηνπ αλ ε q είλαη αιεζήο ή ςεπδήο. ΋κσο 

θαλείο απφ ηνπο νπαδνχο ηεο άπνςεο απηήο δελ πξνηείλεη αζθήζεηο κε ιάζνο δεδνκέλα. Μφλν 

αλ ζπκβεί λα πξνηείλεη κηα άζθεζε κε ιάζνο δεδνκέλα (απφ ιάζνο ηνπ βέβαηα), ηφηε 

πξνβάιιεη ηνλ ηζρπξηζκφ απηφ. 

Σην [5] αλαιχνπκε δηεμνδηθά ην πξφβιεκα θαη θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη ζε έλα 

ιάζνο πξόβιεκα δελ έρεη λόεκα θακηά απόδεημε, επεηδή κπνξνχκε κε ζσζηέο ζπλεπαγσγέο 

λα απνδείμνπκε θαη ην δεηνχκελν, αιιά θαη ην αληίζεην (άξλεζε) ηνπ δεηνπκέλνπ. 

Τν ιάζνο απηήο ηεο ινγηθήο (φηη δει. δελ ελδηαθέξεη ε νξζφηεηα ησλ δεδνκέλσλ) νθείιεηαη 

ζηε ζχγρπζε δχν δηαθνξεηηθψλ ελλνηψλ: “Λάζνο πξόβιεκα” θαη “Λάζνο απόδεημε”. 

Γίλνπκε δχν παξαδείγκαηα γηα απφδεημε ησλ παξαπάλσ ηζρπξηζκψλ 

Παξάδεηγκα 1
ν
 

΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = Β = Γ = 100
ν
. Να βξεζεί ε γσλία ησλ δηρνηόκσλ ησλ γσληώλ 

Β θαη Γ. 

 
Λύζε 1

ε
 

Έζησ Γ ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηρνηφκσλ ησλ γσληψλ Β θαη Γ. Τφηε · νΓΒΓ 50 θαη · νΒΓΓ 50 , 

άξα απφ ην ηξίγσλν ΒΓΓ έρνπκε: · ν ν ν νΒΓΓ 180 50 50 100     

Λύζε 2
ε
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Δίλαη: ·
µ

ν ν 0 νΑ
ΒΓΓ 90 90 50 140

2
      

Ζ δηαθνξά ζηα απνηειέζκαηα ησλ δχν ιχζεσλ απνδεηθλχεη φηη απφδεημε κε ιάζνο δεδνκέλα 

είλαη ρσξίο λφεκα. 

Παξάδεηγκα 2
ν
 (ΘΔΜΑ 3Β, 1

ε 
ΓΔ΢ΜΗ, 1997) 

Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε g παξαγσγίζηκε ζην R ηέηνηα, ώζηε, 

ππάξρεη πξαγκαηηθόο αξηζκόο α, ώζηε λα ηζρύεη: 
y xg(x y) e g(x) e g(y) xy α      

Να απνδείμεηε όηη: 

i) g(0) α   

ii) xg (x) g(x) g (0)e x x      ΅  

Μπνξεί λα απνδεηρζεί φηη δελ ππάξρεη ηέηνηα ζπλάξηεζε (βι. πιήξε απφδ. ζην [4]). Ζ κε 

χπαξμε ζπλάξηεζεο g κε ηελ ηδηφηεηα πνπ δφζεθε κπνξεί λα νδεγήζεη ζε νπνηνδήπνηε 

παξάινγν ζπκπέξαζκα. Έηζη, κε ζσζηέο ζπλεπαγσγέο, απνδεηθλχεηαη κε ηα παξαπάλσ 

δεδνκέλα φηη e 1 . 

Παξφκνηα δηαθσλία πξνέθπςε θαη ζε ζέκα πνπ ηέζεθε ην 1947 ζηηο εηζαγσγηθέο εμεηάζεηο ηεο 

(ιεγφκελεο ηφηε) Μαζεκαηηθήο Σρνιήο Αζελψλ
2
 φπνπ ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο 

Τξηγσλνκεηξίαο δελ ήηαλ ζπκβηβαζηά. 

Αξηζκόο ξηδώλ εμίζσζεο 

Σε πνιιέο αζθήζεηο δεηείηαη ην πιήζνο ησλ ξηδψλ κηαο πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο.  

Π.ρ. Πόζεο ξίδεο έρεη ε εμίζσζε 3 2x 3x 2 0 (x 1) (x 2) 0 ;        

Σχκθσλα κε ην βαζηθφ ζεψξεκα ηεο Άιγεβξαο ε εμίζσζε απηή σο πνιπσλπκηθή 3
νπ

 βαζκνχ 

έρεη 3 ξίδεο. Σηηο ιχζεηο φκσο ησλ πξνβιεκάησλ βιέπνπκε ζπλήζσο φηη ζε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο 

σο αξηζκφο ξηδψλ ελλνείηαη ν 2 (δει. ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθψλ ξηδψλ). 

Αλ δερζνχκε φηη ζηνλ αξηζκφ ησλ ξηδψλ πξνζκεηξάηαη θαη ε πνιιαπιφηεηά ηνπο, δει ε 

παξαπάλσ εμίζσζε έρεη 3 ξίδεο, ηφηε πξέπεη λα αλαζεσξήζνπκε ή λα δηαθνξνπνηήζνπκε 

θάπνηα γλσζηά ζεσξήκαηα ηεο Αλάιπζεο φπσο: 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. κνλόηνλε ζην δηάζηεκα Γ, ηόηε ε f δελ κπνξεί λα έρεη 

πεξηζζόηεξεο από κηα ξίδα ζην Γ. 

Ζ ζπλάξηεζε φκσο 3f (x) x  είλαη γλ. αχμνπζα ζην ΅ αιιά έρεη ηξεηο ξίδεο ζην ΅ , ηηο 

1 2 3x x x 0    (βι. πιήξε αλάιπζε ζην [4]) 

Δπαιήζεπζε κηαο ιύζεο 

Γηα ηελ επαιήζεπζε κηαο ιχζεο δελ βιέπνπκε πνπζελά θάπνηνλ θαλφλα. Πφηε δειαδή 

ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε θαη γηαηί. Δμαηηίαο απηνχ δεκηνπξγνχληαη πνιιά εξσηεκαηηθά γηα ηελ 

πιεξφηεηα ή κε κηαο ιχζεο. Τα εξσηήκαηα απηά δελ κπνξνχλ λα απαληεζνχλ ρσξίο θάπνηνλ 

θαλφλα ή ζπκθσλία. 

Δληειψο απζαίξεηα, ρσξίο θακηά καζεκαηηθή αηηηνιφγεζε, πηνζεηήζεθε κηα ―γξακκή‖ ηελ 

νπνία αθνινπζνχλ πνιινί ζπγγξαθείο. Δδψ ζα θάλνπκε επαιήζεπζε, εθεί φρη. Σπκβαίλεη 

πνιιέο θνξέο γηα ην ίδην πξόβιεκα, άιινηε λα γίλεηαη επαιήζεπζε θαη άιινηε φρη, αλάινγα 

κε ην απνηέιεζκα ηεο ιύζεο. 
Σηελ αλάγθε ηεο επαιήζεπζεο νδεγεί ζπλήζσο ην φηη ελψ ηζρχνπλ θάπνηεο ζπλεπαγσγέο, δελ 

ηζρχνπλ νη ίδηεο σο ηζνδπλακίεο κε απνηέιεζκα λα κελ εμαζθαιίδεηαη ε αιήζεηα ησλ 

δεδνκέλσλ. 

                                                           
2
 Γηάλλεο Θσκαΐδεο: ΤΑ ΘΔΜΑΤΑ ΤΩΝ ΓΔΝΗΚΩΝ ΔΞΔΤΑΣΔΩΝ, Ζ ΜΑΘΖΜΑΤΗΚΖ 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ ΚΑΗ Ζ ΓΗΓΑΣΚΑΛΗΑ ΤΩΝ ΜΑΘΖΜΑΤΗΚΩΝ, πεξηνδηθφ ΑΠΟΛΛΩΝΗΟΣ, 

ηεχρνο 4, ζει. 28-48 
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Ζ επαιήζεπζε ζπλήζσο γίλεηαη ρσξίο θάπνηα αηηηνιφγεζε. Π.ρ ιχλεηαη κηα εμίζσζε κε 

ζπλεπαγσγέο θαη ρσξίο θακηά εμήγεζε απιά αλαθέξεηαη φηη ε ιχζε απηή επαιεζεχεη ηελ 

αξρηθή εμίζσζε.  

Ωο παξάδεηγκα αλαθέξνπκε κηα άζθεζε ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ Άιγεβξαο ηεο Β΄ Λπθείνπ: 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 2x 7 x 2    

Ζ ιχζε ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ (έθδνζε 2012, ζει. 151) είλαη αθξηβψο ε παξαθάησ: 

Η εμίζσζε νξίδεηαη γηα θάζε x ΅  κε 
7

x
2

   . Γη απηά ηα x δηαδνρηθά έρνπκε: 

2x 7 x 2     (απνκνλώλνπκε ην ξηδηθό) 
2 2( 2x 7) (x 2)     (πςώλνπκε ζην ηεηξάγσλν) 

22x 7 x 4x 4     
2x 2x 3 0    

Η ηειεπηαία εμίζσζε έρεη σο ξίδεο ηνπο αξηζκνύο -3 θαη 1. Από ηηο ξίδεο απηέο δηαπηζηώλνπκε κε 

επαιήζεπζε όηη κόλν ε x 1  είλαη ξίδα ηεο αξρηθήο. 

Σηελ επφκελε ζει. 152 ιχλεηαη αθφκε κηα παξφκνηα άζθεζε (άξξεηε εμίζσζε) φπνπ πάιη κε 

επαιήζεπζε γίλεηαη δεθηή κηα απφ ηηο δχν ξίδεο πνπ βξέζεθαλ θαηά ηελ ιχζε.  

Γελ γίλεηαη θακηά αλαθνξά γηαηί ηψξα ρξεηάδεηαη ε επαιήζεπζε, ελψ κέρξη ηψξα νη καζεηέο 

δελ έβιεπαλ επαιήζεπζε ζηηο ιχζεηο ησλ εμηζψζεσλ. 

Γηα ηνπο καζεηέο ε παξαηήξεζε φηη δεθηή είλαη κφλν κηα ξίδα δελ έρεη θακηά ινγηθή εμήγεζε. 

Τν πξφβιεκα πξνέξρεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ηα ζχκβνια   θαη   ηψξα ηειεπηαία 

εηζήρζεζαλ ζηελ χιε ηεο Α΄ Λπθείνπ. Τν βηβιίν ηεο Άιγεβξαο ηεο Β΄ Λπθείνπ δελ 

πξνζαξκφζηεθε ζηα λέα δεδνκέλα, αιιά έγηλε copypaste απφ ηηο πξνεγνχκελεο εθδφζεηο. 

Γηα ηελ ζπληξηπηηθή πιεηνλφηεηα ησλ καζεηψλ είλαη άγλσζην φηη ε ιχζε κηαο εμίζσζεο 

απαηηεί ηελ ρξήζε ηζνδπλακηψλ θαη φρη ζπλεπαγσγψλ θαη ην φηη αλ γίλεη ρξήζε ζπλεπαγσγψλ 

ηφηε ε επαιήζεπζε είλαη αλαγθαία. 

Άιιν ζρεηηθό παξάδεηγκα είλαη ην εμήο: 

Απφ κηα ζπλαξηεζηαθή ζρέζε κε θαηάιιειεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ βξίζθεηαη κηα άγλσζηε 

ζπλάξηεζε θαη απιά αλαθέξεηαη φηη ε ζπλάξηεζε απηή επαιεζεχεη ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, ρσξίο λα εμεγείηαη πνηα ήηαλ ε αλάγθε γηα ηελ αλαθνξά απηή. 

Σηελ εηζήγεζή καο [5] δίλνπκε έλαλ θαλφλα πνπ είλαη ν εμήο: 

Η επαιήζεπζε ελόο πξνβιήκαηνο  είλαη αλαγθαηόηεηα ηεο δηαδηθαζίαο ηεο ιύζεο θαη όρη 

ηνπ απνηειέζκαηνο. Αλ δειαδή κηα ιύζε δελ εμαζθαιίδεη όηη όια ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο ζα ηζρύνπλ, ηόηε ε επαιήζεπζε είλαη ππνρξεσηηθή, ελώ αλ ε ιύζε 

εμαζθαιίδεη όηη ζα ηζρύνπλ όια ηα δεδνκέλα, δελ ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε. 

Σηελ αλάγθε απηή καο νδήγεζε έλα ζέκα Παλειιαδηθψλ ζην νπνίν γίλνληαλ ρξήζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat. Γηα ηελ πιεξφηεηα ηεο ιχζεο απηήο έγηλε κηα ζπδήηεζε ζην 

mathematica ζηελ νπνία ππήξραλ θαη νη δχν απφςεηο, φηη δει. ε επαιήζεπζε είλαη αλαγθαία 

θαη φηη ε επαιήζεπζε δελ είλαη αλαγθαία. 

Με βάζε ηνλ παξαπάλσ θαλφλα επηιχεηαη ην εξψηεκα πφηε ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε θαη πφηε 

φρη, αιιά ν θαλφλαο απηφο δελ είλαη απνδεθηφο απφ φινπο ηνπο ζπλαδέιθνπο  καο. Κάπνηε 

φκσο πξέπεη λα ζπκθσλήζνπκε ψζηε λα εμαιεηθζνχλ φιεο νη δηαθσλίεο. 

Γηα λα θάλνπκε πην θαηαλνεηφ ην πξφβιεκα δίλνπκε έλα απιφ παξάδεηγκα ζε ηξεηο κνξθέο:  

1
ε
 κνξθή: Να πξνζδηνξηζηεί ν α ώζηε λα ηζρύεη: 

xα x 1   γηα θάζε x 

2
ε
 κνξθή: Αλ ηζρύεη 

xα x 1   γηα θάζε  x  απνδείμηε όηη α = e 

3
ε
 κνξθή: Αλ ηζρύεη 

xα x 1   γηα θάζε  x  βξείηε ηνλ α 

Ζ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ θαη ζηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο είλαη αθξηβψο ε ίδηα θαη γίλεηαη κε 

ην ζεψξεκα ηνπ Fermat απφ ην νπνίν βξίζθνπκε α e  
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Γηα φινπο ηνπο ζπλαδέιθνπο ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε ζηελ 1
ε
 κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο, ελψ γηα 

ηνπο πεξηζζφηεξνπο ζπλαδέιθνπο δελ ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε ζηελ 2
ε
 θαη 3

ε
 κνξθή. (Γηα 

ιεπηνκέξεηεο βι. [5]) 

Γηθή καο άπνςε είλαη φηη θαη ζηηο 3 πεξηπηψζεηο ε επαιήζεπζε είλαη απαξαίηεηε γηα λα 

εμαζθαιηζηεί φηη γηα α e  ηζρχνπλ ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, δει. 
xα x 1   γηα θάζε 

x. 

Γίλνπκε θαη άιιν παξάδεηγκα απφ ην θεθάιαην ησλ νξίσλ φπνπ ε επαιήζεπζε είλαη 

απαξαίηεηε. Δδψ δελ ππάξρεη θακία δηαθσλία. Αλαθέξνπκε ην παξάδεηγκα απηφ γηα λα 

δείμνπκε φηη κηα ιχζε ρσξίο επαιήζεπζε είλαη ειιηπήο. 

Να πξνζδηνξηζηεί ν α ΅  ώζηε 
2

x 2

αx 4
lim 6

x 2





 

Λύζε 

Θέηνπκε  
2αx 4

f (x)
x 2


 



2αx 4 (x 2)f (x)       2

x 2 x 2
lim αx 4 lim (x 2)f (x)
 

   

4α 4 0 6    α 1  

Σηελ άζθεζε απηή ιχζακε εμίζσζε γηα ηελ εχξεζε ηνπ α ρξεζηκνπνηψληαο ιάζνο ην ζχκβνιν 

  (ην 2
ν
 ) (βι. ιεπηνκέξεηεο θαη αλαιχζεηο ζην [6]).  

Ζ ζσζηή ιχζε πξέπεη λα γίλεη κε  , αιιά επεηδή ε ιχζε εμηζψζεσλ απαηηεί ηζνδπλακίεο, 

πξέπεη νπσζδήπνηε λα γίλεη επαιήζεπζε. 

Γηα α 1 έρνπκε: 
2

x 2

αx 4
lim

x 2






2

x 2

x 4
lim

x 2




 x 2

(x 2)(x 2)
lim

x 2

 


 x 2
lim(x 2) 4 6


    

Ζ ιχζε ινηπφλ α 1 απνξξίπηεηαη.  

Ζ απάληεζε είλαη φηη δελ ππάξρεη ηηκή ηνπ α ΅  ψζηε  
2

x 2

αx 4
lim 6

x 2





. 

Ζ ηηκή ηνπ α ζα ήηαλ δεθηή κφλν αλ δίλνληαλ φηη  
2

x 2

αx 4
lim 4

x 2





 

Δκβαδόλ κηθηόγξακκνπ ή θακππιόγξακκνπ ρσξίνπ 
Δίλαη ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη απφ 3 ή πεξηζζφηεξεο γξακκέο (Βι. [7] θαη [8]). 

Πξέπεη λα απνζαθεληζηεί ε παξαπάλσ έθθξαζε, αλ δειαδή κε ηνλ φξν απηφ ελλννχκε ην 

εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη ηαπηφρξνλα κεηαμχ φισλ ησλ γξακκψλ ή έζησ θαη κεηαμχ κεξηθψλ 

απφ απηέο. Αλ δελ απνζαθεληζηεί πιήξσο ε έθθξαζε απηή ηα ιάζε θαη νη δηαθσλίεο είλαη 

αλακελφκελα.  

Απηφ πνπ βιέπνπκε λα ελλνείηαη σο εκβαδφλ ην άζξνηζκα φισλ ησλ εκβαδψλ ησλ ρσξίσλ πνπ 

πεξηέρνληαη κεηαμχ δχν ή θαη πεξηζζνηέξσλ γξακκψλ. Απηφ φκσο δελ ηεξείηαη πάληνηε.  

Σηηο Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ησλ νκνγελψλ ηνπ 2008 ηέζεθε ην εμήο:  

ΘΔΜΑ 4
ν 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f (x) εκx  , όπνπ x ΅  

α) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο επζείαο ζην ζεκείν (0,f (0))  ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f. 

β) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο f θαη ηηο επζείεο y x  θαη y 1  

γ) … 

Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο cf ζην ζεκείν ηεο (0,f (0)) είλαη ε y x  

Ζ επζεία y 1  εθάπηεηαη κε ηελ cf ζε άπεηξα ζεκεία δεκηνπξγψληαο άπεηξα ρσξία κε άπεηξν 

ζπλνιηθά εκβαδφλ (ζρ. 1) 



22 

Δδψ, αληίζεηα κε φηη ζπλεζίδεηαη, ελλννχληαλ ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείνληαλ ηαπηνρξφλσο 

κεηαμχ θαη ησλ ηξηψλ γξακκψλ y εκx, y x  θαη y=1, δειαδή κφλν ην εκβαδφλ ΟΑΒ (ζρ. 

2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έλαο πνιχ εχθνινο ηξφπνο γηα ηελ απνζαθήληζε ηεο έθθξαζεο απηήο είλαη λα δηαηππψλεηαη 

ην πξφβιεκα κε κηα απφ ηηο εμήο δχν κνξθέο: 

1
ε
 κνξθή: Να ππνινγηζηεί ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη ηαπηόρξνλα θαη από 

ηηο 3 γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f, g, h 

2
ε
 κνξθή: Να ππνινγηζηεί ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από 2 ή πεξηζζόηεξεο 

από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f, g, h 

Β) Λάζε νθεηιόκελα ζηε ιάζνο ρξήζε ησλ ζπκβόισλ θαη   

Ζ Αλάιπζε σο κάζεκα αθξίβεηαο θαη ιεπηνκεξεηψλ απαηηεί ηε ζσζηή ρξήζε ησλ ζπκβφισλ 

θαη  . 

Γπζηπρψο δελ δηδάζθεηαη ζηα ζρνιεία. Διάρηζηεο αλαθνξέο γίλνληαη ηα ηειεπηαία ρξφληα ζην 

βηβιίν Άιγεβξαο ηεο Α΄ Λπθείνπ πνπ φκσο δελ αξθνχλ γηα ηελ θαηαλφεζε θαη εηδηθά γηα ηε 

ρξήζε ησλ ζπκβφισλ απηψλ. 

Σηελ εηζήγεζή καο [6] εμεγνχκε ιεπηνκεξψο ηε ζσζηή ρξήζε ηνπο. Δδψ ζα ζεσξήζνπκε 

γλσζηή ηε ρξήζε ηνπο θαη ζα αλαθεξζνχκε κφλν ζηα ιάζε πνπ γίλνληαη απφ ηελ θαθή ή ιάζνο 

ρξήζε ηνπο. 

Ζ κε ζσζηή ρξήζε ησλ ζπκβφισλ απηψλ νδεγεί ζε ιάζε ή παξαιείςεηο. Τα ιάζε ζπλήζσο 

γίλνληαη ζηε ιχζε εμηζψζεσλ (φπνπ απαηηνχληαη ηζνδπλακίεο) ή ζηε ρξήζε ησλ αληηζηξφθσλ 

θάπνησλ ζεσξεκάησλ ηα νπνία δελ ηζρχνπλ πάληνηε. 

Με ηε ζσζηή ρξήζε ησλ ζπκβφισλ απηψλ απνζαθελίδεηαη θαη ην ζε πνηεο πεξηπηψζεηο είλαη 

απαξαίηεηε ε επαιήζεπζε θαη ζε πνηεο φρη.  

Γελ δίλνπκε εδψ παξαδείγκαηα, επεηδή πνιιά απφ ηα ιάζε ηεο Α΄ θαηεγνξίαο πνπ δψζακε θαη 

ηα ιάζε ηεο Γ΄ θαηεγνξίαο πνπ δίλνπκε παξαθάησ νθείινληαη ζηε ιάζνο ρξήζε ησλ ζπκβφισλ 

  θαη   

Γ) Λάζε νθεηιόκελα ζηε ιάζνο ρξήζε ησλ ζεσξεκάησλ ή ζηελ παξαλόεζή ηνπο 

Τα ζεσξήκαηα ησλ καζεκαηηθψλ είλαη ζπλήζσο ηεο κνξθήο: 

Αλ ηζρύνπλ νη εμήο πξνϋπνζέζεηο … ηόηε… 

Απηέο νη πξνυπνζέζεηο πνιιέο θνξέο αγλννχληαη θαη εθαξκφδνληαη ηα ζεσξήκαηα θαη ζε 

πεξηπηψζεηο πνπ δελ ηζρχνπλ. Πνιιά εξσηήκαηα ηχπνπ Σσζηφ – Λάζνο ζηεξίδνληαη ζηηο 

εμαηξέζεηο φπνπ δελ ηζρχεη θάπνην ζεψξεκα. 

Μεηαμχ ησλ πξνυπνζέζεσλ (θαη απηφ είλαη πνιχ ζπρλφ ζηελ Αλάιπζε) είλαη ην φηη θάπνηα 

απφ απηέο ηζρύεη ζε έλα δηάζηεκα. Σπρλφ είλαη ην ιάζνο λα παξαβιέπεηαη ην γεγνλφο απηφ 

θαη λα εθαξκφδεηαη ην ζεψξεκα ζε ζχλνιν πνπ δελ είλαη δηάζηεκα. 

Πνιιά άιια ιάζε νθείινληαη επίζεο ζηελ αγλφεζε ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ησλ ζπλαξηήζεσλ ή 

ζηελ απζαίξεηε επέθηαζε ηεο ηζρχνο ή ζηελ παξαλφεζε ησλ ζεσξεκάησλ. 

Αλαθέξνπκε κεξηθά απφ απηά. 

1) Ύπαξμε νξίνπ αζξνίζκαηνο, δηαθνξάο θ.ι.π 

Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο σο ΢σζηό ή Λάζνο 
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  α) Αλ 
0

1
x x
lim f (x)


 l  θαη 
0

2
x x
lim g(x)


 l , ηόηε 
0

1 2
x x
lim(f (x) g(x))


  l l  

Δπαλαι. εμεηάζεηο Γελ. Παηδείαο 2004 

Θεσξνχκε ηηο ζπλαξηήζεηο: 

f(x) = x 2  

g(x) = 4 2x  

Τα πεδία νξηζκνχ ηνπο είλαη Αf= [2, + ),  Αg=  (- , 2] 

Καη είλαη εμ νξηζκνχ 

x 2
limf (x)


=
x 2
lim x 2


  = 0  θαη  

x 2
limg(x)


=
x 2
lim 4 2x


  = 0 

δειαδή ππάξρνπλ ηα φξηα ησλ f θαη g ζην 2 (ζπκίδνπκε  φηη αλ ε ζπλάξηεζε f νξίδεηαη κφλν 

απφ ηε κία πιεπξά ηνπ x0, ην φξηφ ηεο ζην x0 είλαη ην αληίζηνηρν πιεπξηθφ ηεο φξην ζην x0). 

Ζ ζπλάξηεζε f  g νξίδεηαη ζην Αf   Αg= {2} θαη έρεη ηχπν (f  g)(x) = f(2)  g(2)=0 

΋κσο ην φξηφ ηεο ζην x0 = 2  δελ έρεη λφεκα αθνχ, γηα λα νξίδεηαη (ζχκθσλα κε ην ζρνιηθφ 

βηβιίν) πξέπεη ε ζπλάξηεζε f λα νξίδεηαη απαξαίηεηα ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο (α, x0) ή (x0, β) 

θαη δελ αξθεί (νχηε καο ελδηαθέξεη) λα νξίδεηαη ζην x0. 

Έηζη ε πξφηαζε 
x 2
lim(f (x) g(x))


 =
x 2
limf (x)



x 2
limg(x)


 ρσξίο ηηο θαηάιιειεο πξνυπνζέζεηο είλαη 

ςεπδήο. 

Γηα λα ηζρχεη δειαδή ε παξαπάλσ πξφηαζε πξέπεη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g λα νξίδνληαη ζηελ 

ίδηα πεξηνρή ηνπ 
0x . Αλ ε f νξίδεηαη κόλν αξηζηεξά ηνπ 

0x  θαη ε g νξίδεηαη κόλν δεμηά ηνπ 

0x , ε παξαπάλσ ηζόηεηα δελ έρεη λόεκα. 

Γηα ηνλ ίδην ιφγν ςεπδείο είλαη θαη νη πξνηάζεηο: 

Αλ ππάξρνπλ ζην R ηα όξηα ησλ f θαη g ζην x0R, ηόηε ππάξρνπλ θαη ηα όξηα ησλ f g , 

f g , θαη 
f

g
 (κε ηελ πξόζζεηε πξνϋπόζεζε 

0x x
lim g(x)


 0) 

Τα ίδηα ιάζε επαλαιακβάλνληαη θαη ζηε ζπλέρεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

Αλ δει. νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην 
0x , απηό δελ εμαζθαιίδεη όηη θαη νη 

f g , f g , g fo  θ.ι.π είλαη ζπλερείο ζην 
0x . 

Τα ίδηα ιάζε επαλαιακβάλνληαη θαη ζηελ παξαγψγηζε ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

Αλ δει. νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0x , απηό δελ εμαζθαιίδεη όηη θαη 

νη f g , f g , g fo  θ.ι.π είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0x . 

2) Να βξεζεί ην 4 2

x 0
lim x x


  

Ζ ζπλεζηζκέλε απάληεζε είλαη φηη ην φξην απηφ είλαη ίζν κε 0. 

΋κσο ε ζπλάξηεζε 4 2f (x) x x   έρεη πεδίν νξηζκνχ ην A ( , 1] {0} [1, )      , 

δειαδή ην ζεκείν 0 δελ είλαη ζεκείν ζπζζψξεπζεο (δελ ππάξρεη δει. ζχλνιν ηεο κνξθήο 

(α,0) ή (0,β) ζην νπνίν ε f είλαη νξηζκέλε) θαη δελκπνξνύκε λα νκηινύκε γηα όξην ηεο f ζην 0. 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ: 

Γελ πξέπεη λα ζπγρένληαη νη έλλνηεο “δελ έρεη λόεκα ην όξην” θαη “δελ ππάξρεη ην όξην” 

πνπ είλαη εληειώο δηαθνξεηηθέο. 
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3) Ίδην ιάζνο ζηελ πξνζπάζεηα εχξεζεο ηνπ 
x 0

1
limεθ

x
 φπνπ ην πεδίν νξηζκνχ είλαη ην ζχλνιν 

1
A {x , θ }

π
θπ

2

  



Ά  θαη δελ πεξηέρεη θαλέλα δηάζηεκα ηεο κνξθήο (α,0) ή (0,β) , δειαδή 

ζε θάζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο απηήο, ππάξρνπλ ζεκεία ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε 
1

f (x) εθ
x



δελ νξίδεηαη. 

Καη εδψ δει. δελ κπνξνύκε λα νκηινύκε γηα όξην ηεο f ζην 0. 

4) Γηλόκελν ζπλαξηήζεσλ =0 

Γίλνπκε εδψ ηνλ νξηζκφ ηεο κεδεληθήο ζπλάξηεζεο: 

Μηα ζπλάξηεζε  f : A  ΅ ιέγεηαη κεδεληθή θαη ζπκβνιίδεηαη κε f 0  αλ γηα θάζε  

x A  ηζρύεη: f (x) 0  

Δπνκέλσο: Η ζπλάξηεζε f : A  ΅ ιέγεηαη κε κεδεληθή θαη ζπκβνιίδεηαη κε f 0 αλ 

ππάξρεη x A κε f (x) 0  

ΠΡΟ΢ΟΥΗ: 
Ο νξηζκφο δελ απνθιείεη ε f λα κεδελίδεηαη γηα θάπνηεο ηηκέο ηνπ x, αθφκε θαη άπεηξεο. Π.ρ 

 

 Ζ ζπλάξηεζε f : ΅ ΅ κε  2f (x) x 4   δελ είλαη κεδεληθή, αλ θαη κεδελίδεηαη γηα 

x 2  θαη x 2   δειαδή είλαη f 0 . 

 Τν ίδην θαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  
2x αλ x 0

f (x)
0 αλ x 0

 
 


   είλαη κε κεδεληθή αλ θαη 

κεδελίδεηαη γηα άπεηξεο ηηκέο ηνπ x. 

 Τν ίδην θαη ε ζπλάξηεζε  f  κε 
0 αλ x 0

f (x)
1 αλ x 0


 


  είλαη κε κεδεληθή, αλ θαη 

ππάξρεη κφλν κηα ηηκή γηα ηελ νπνία  ε f  δε κεδελίδεηαη. 

Αλ ηώξα γηα ηηο ζπλαξηήζεηο f , g: A  ΅  ηζρύεη  f g 0  , απηό δε ζεκαίλεη όηη f 0   ή  

g 0   όπσο θαίλεηαη από ην παξαθάησ παξάδεηγκα όπνπ f 0  θαη g 0  

Παξάδεηγκα 

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g νξίδνληαη σο εμήο: 

0 αλ x 3
f (x)

2x αλ x 3


 


   ,   

3x αλ x 3
g(x)

0 αλ x 3


 


 

Δίλαη f 0  θαη g 0  

΋κσο: 
0 αλ x 3

f(x).g(x) =
0 αλ x 3





δειαδή f(x).g(x) = 0 γηα θάζε x ΅ , άξα f.g = 0  

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ ηδηφηεηαο κπνξνχκε λα απνδείμνπκε φηη: 

Aλ f , g: A  ΅   θαη 2 2f  = g , δειαδή  2 2f (x) = g (x)  γηα θάζε  x A  ηόηε δελ ηζρύεη 

ζίγνπξα όηη f = g  ή f = -g , δειαδή  f(x) = g(x)  γηα θάζε x A  ή f(x) = -g(x)  γηα θάζε 

x A . 

Απηφ πνπ ηζρχεη είλαη φηη γηα θάζε x A  ηζρχεη φηη: f(x) = g(x)  ή  f(x) = -g(x)  

Πξνζνρή ζηε ρξήζε ησλ πνζνδεηθηψλ (ε αιιαγή ηεο ζέζεο ηνπ  ) 

Μπνξεί φκσο λα είλαη f g  θαη f g   φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ  
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Παξάδεηγκα 

Οη ζπλαξηήζεηο f , g: ΅ ΅  νξίδνληαη σο εμήο: 

2x, αλ x 3
f (x)

2x, αλ x 3


 

 
   θαη

2x, αλ x 1
g(x)

2x, αλ x 1


 

 
 

Ηζρχεη πξνθαλψο φηη 2 2f (x) = 4x   γηα θάζε x ΅   θαη  2 2g (x) = 4x   γηα θάζε x ΅ . 

Δπνκέλσο 2 2f g .  ΋κσο πξνθαλψο είλαη f g  θαη f g  . 

Ζ απφδεημε ηεο πξφηαζεο απηήο γίλεηαη σο εμήο:  
2 2 2 2f  = g  f  - g  = 0  (f + g)(f - g) = 0   

Απφ ηελ ηειεπηαία ζρέζε δελ πξνθχπηεη ππνρξεσηηθά φηη  f + g = 0    ή  f - g = 0  

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g κπνξεί λα είλαη νη παξαπάλσ. 

 

Σαλ εθαξκνγή ηνπ παξαπάλσ δίλνπκε ην εμήο  

Παξάδεηγκα 

Να βξεζνύλ όιεο νη ζπλαξηήζεηο f : ΅ ΅  κε ηελ ηδηόηεηα: 2 2f (x) x  

Λύζε 

Σχκθσλα κε ηα φζα γξάςακε παξαπάλσ, γηα θάζε x ΅  ζα είλαη: f(x) = x   ή  f(x) = -x  

Απηφ δίλεη σο ιχζεηο άπεηξεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη σο εμήο: 

x, αλ x A
f (x)

x, αλ x A


 

 
  φπνπ Α νπνηνδήπνηε ππνζχλνιν ηνπ ΅ . 

Γχν απφ ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο είλαη βέβαηα θαη νη f(x) = x   γηα θάζε x ΅   θαη  f(x) = -x  

γηα θάζε x ΅ . 

5) Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g δελ έρνπλ όξην ζην L
0(L x  ΅ , ή L   ή L )   είλαη 

δπλαηό θάπνηεο από ηηο ζπλαξηήζεηο f g  , f - g , f g  , 
f

g
 θαη άιινη ζπλδπαζκνί ησλ  f  

θαη  g  λα έρνπλ όξην ζην L. 

π.ρ αλ   
1

f (x)
x

 , *x ΅   θαη 
1

g(x) x
x

  , *x ΅   ηφηε νη f θαη g δελ έρνπλ φξην ζην 0, 

αθνχ  
x 0
lim f (x)


  , ελψ 

x 0
lim f (x)


   θαζψο επίζεο θαη  

x 0
lim g(x)


  , ελψ 

x 0
lim g(x)


   

΋κσο 
x 0 x 0
lim[f (x) g(x)] limx 0
 

    

Αλάινγα παξαδείγκαηα κπνξνχλ λα δνζνχλ θαη γηα ηηο f g  ,  f g ,  
f

g
. 

Σν ιάζνο εδώ είλαη λα λνκίδεη θάπνηνο όηη επεηδή δελ ππάξρεη ην όξην ηεο f δελ ππάξρεη 

θαη ην όξην κηαο παξάζηαζεο πνπ πεξηέρεη ηελ f. 

(Παξαλφεζε ηνπ ζρεηηθνχ ζεσξήκαηνο) 

6) Λάζνο ρξήζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ νξίσλ  

Σπλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα εθαξκφδνληαη νη ηδηφηεηεο ησλ νξίσλ αξρηθά κφλν ζε ηκήκα ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη θαηφπηλ ζην ππφινηπν ηκήκα ηεο ζπλάξηεζεο.  

Κάηη ηέηνην δελ είλαη ζσζηφ φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ  

Παξάδεηγκα 
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Δίλαη: 
2

x 1 x 1 x 1

x x x(x 1)
lim lim lim x 1

x 1 x 1  

 
  

 
 (ζσζηή εθαξκνγή ησλ ηδηνηήησλ) 

 

Αλ εθαξκφζνπκε ηηο ηδηφηεηεο ησλ νξίσλ κφλν ζηνλ φξν 2x   ηνπ αξηζκεηή, δει. πάξνπκε 

αξρηθά  2

x 1
lim x 1


  θαη κεηά εθαξκφζνπκε ηηο ηδηφηεηεο ζην ππφινηπν ηκήκα ηεο ζπλάξηεζεο 

ζα έρνπκε δηαδνρηθά: 
2

x 1 x 1

x x 1 x
lim lim 1

x 1 x 1 

 
  

 
 

Αλ ηψξα πάξνπκε ην φξην κφλν ζηνλ φξν x ηνπ αξηζκεηή, δειαδή πάξνπκε 
x 1
lim x 1


   ζα 

έρνπκε: 
2 2

x 1 x 1 x 1 x 1

x x x 1 (x 1)(x 1)
lim lim lim lim(x 1) 2

x 1 x 1 x 1   

   
    

  
 

7) Υξήζε νξίνπ όηαλ δελ γλσξίδνπκε όηη ππάξρεη 

Άιιν ιάζνο είλαη ε ρξεζηκνπνίεζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ νξίσλ ζε ζπλαξηήζεηο πνπ δε 

γλσξίδνπκε φηη ππάξρνπλ ηα φξηά ηνπο φπσο δείρλνπκε ζην παξαθάησ 

Παξάδεηγκα 

Αλ 
x 1
lim(f (x) 2x 3) 2


   , λα βξεζεί ην 
x 1
limf (x)


 

Τν ιάζνο πνπ γίλεηαη εδψ είλαη φηη, ελψ δε γλσξίδνπκε αλ ππάξρεη ην 
x 1
limf (x)


λα γξάςνπκε:  

x 1
lim(f (x) 2x 3) 2


   
x 1 x 1 x 1
limf (x) lim(2x) lim3 2
  

   
x 1
limf (x) 2 3 2


   
x 1
limf (x) 3


  

Ζ ζσζηή ιχζε γίλεηαη σο εμήο: 

Θέηνπκε: g(x) f (x) 2x 3    f (x) g(x) 2x 3     
x 1 x 1
limf (x) lim g(x) 2x 3
 

   

 
x 1 x 1 x 1
limg(x) lim 2x lim3
  

   2 2 3 3    

Δδψ κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ νη ηδηφηεηεο ησλ νξίσλ επεηδή ππάξρεη ην  
x 1
limg(x) 2


  

Σρεηηθφ θαη πνιχ ζπλεζηζκέλν είλαη θαη ην ιάζνο λα ζεσξνχκε φηη 
0

0
x x
lim f (x) f (x )


  ρσξίο λα 

γλσξίδνπκε φηη ε f είλαη ζπλερήο ζην x0. 

8) Λάζνο παξαλόεζεο ζηα όξηα 

Άιιν ιάζνο γίλεηαη ζπρλά ζηηο εγθισβηζκέλεο ζπλαξηήζεηο φπσο δείρλνπκε ζην παξαθάησ 

 

Παξάδεηγκα  

Αλ γηα θάζε x ΅  ηζρύεη 2 2εκx x f (x) εκx x       (1) 

λα βξεζεί ην 
x 0
limf (x)


 

 

Σε ηέηνηεο αζθήζεηο ζπρλά βιέπνπκε ιάζνο ιχζεηο σο εμήο: 

Δπεηδή  
2

x 0
lim(εκx x ) 0


   θαη

2

x 0
lim(εκx x ) 0


  , ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο 

απφ ηελ (1) πξνθχπηεη 
x 0
limf (x) 0


  

Γηα λα πνχκε φκσο φηη 
x 0
limf (x) 0


  ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο, πξέπεη λα 

βξνχκε ηα 2

x 0
lim(εκx x ) 0


   θαη 2

x 0
lim(εκx x ) 0


   θαη φρη ηα πιεπξηθά φξηα ησλ 

ζπλαξηήζεσλ απηψλ. 

Τν ιάζνο απηφ κπνξεί λα γίλεη πην εχθνια αλ ε άζθεζε είλαη ηεο παξαθάησ κνξθήο: 
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Αλ γηα θάζε x ΅  ηζρύεη 3 2 3 2x x xf (x) x x       (1) λα βξεζεί ην 
x 0
limf (x)


 

Ζ ζσζηή ιχζε γίλεηαη σο εμήο: 

 Γηα x 0  ε (1)  2 2x x f (x) x x        (2) 

΋κσο 
2

x 0
lim(x x) 0


   θαη 

2

x 0
lim(x x) 0


   νπφηε απφ ηελ (1) πξνθχπηεη θαη 

x 0
lim f (x) 0


  

        (3) 

 Γηα x 0  ε (1)  2 2x x f (x) x x        (4) 

΋κσο 
2

x 0
lim(x x) 0


   θαη 

2

x 0
lim(x x) 0


   νπφηε απφ ηελ (4) πξνθχπηεη θαη 

x 0
lim f (x) 0


  

        (5) 

Απφ ηηο (3) θαη (5) πξνθχπηεη φηη 
x 0
limf (x) 0


  

΋ηαλ δειαδή ζεσξνχκε x 0 , ηα φξηα θαη ησλ ηξηψλ κειψλ ηεο (1) ηα παίξλνπκε ζην 0
, ελψ 

φηαλ ζεσξνχκε x 0 , ηα φξηα θαη ησλ ηξηψλ κειψλ ηεο (1) ηα παίξλνπκε  ζην 0
. 

9) Λάζνο παξαλόεζεο 

΢ην ζεώξεκα: Αλ f(x) g(x)   θνληά ζην L
0(L x  ΅ , ή L   ή L )  θαη 

ππάξρνπλ ζην ΅  ηα όξηα ησλ f  θαη g, ηόηε: 
x L x L
limf (x) limg(x)
 

  

γίλεηαη κηα παξαλφεζε: Κάπνηνη καζεηέο ζεσξνχλ φηη ε παξαπάλσ πξφηαζε αλαιχεηαη ζηηο 

εμήο δχν πξνηάζεηο: 

 Αλ  f(x) g(x)  ηόηε:  
x L x L
limf (x) limg(x)
 

   θαη  

 Αλ  f(x) g(x)  ηόηε:  
x L x L
limf (x) limg(x)
 

  

Γελ είλαη φκσο έηζη. 

Δίλαη θαλεξφ φηη αλ f(x) = g(x) ηφηε:  
x L x L
limf (x) limg(x)
 

  

΋κσο αλ f(x) g(x)  ηφηε:  
x L x L
limf (x) limg(x)
 

 , δειαδή κπνξεί λα ηζρχεη ην = θαη φρη ην > . 

Τν παξαθάησ παξάδεηγκα δείρλεη ηελ αιήζεηα ησλ παξαπάλσ.  

 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  2f(x) = x , x ΅   θαη  4g(x) = x ,  x ΅   ηζρχεη: 

2 4 2 2f(x) - g(x) = x  -  x  = x (1 - x ) = 2x (1 - x)( 1 + x) > 0   γηα θάζε x ( 1,0) (0,1)    

δειαδή θνληά ζην 0. ΋κσο 
x 0 x 0
limf (x) 0 limg(x)
 

   

10) Οξηζκόο ζπλέρεηαο κόλν ζε δηάζηεκα 

Ζ ζπλέρεηα κηαο ζπλάξηεζεο  f : A  ΅  νξίζηεθε ζην ζρνιηθφ βηβιίν σο εμήο: 

 

 Η f  ιέγεηαη ζπλερήο ζην ζεκείν 0x A  αλ 
0

0
x x
lim f (x) f (x )


  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο ζην αλνηρηό δηάζηεκα (α,β) , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζε θάζε 

ζεκείν ηνπ (α,β)  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην 

αλνηρηό δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x α
lim f (x) f (α)


  θαη 

x β
lim f (x) f (β)


  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο δηάζηεκα [α,β)  , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην αλνηρηό δηάζηεκα 

(α,β)  θαη επηπιένλ 
x α
lim f (x) f (α)


  
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 Η f ιέγεηαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα (α,β] , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην αλνηρηό 

δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x β
lim f (x) f (β)


  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο, αλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ Α. 

Σχκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνχο, δε λνείηαη ζπλέρεηα ηεο  f  ζε ζχλνιν πνπ δελ είλαη 

δηάζηεκα, π.ρ ζην (α,β) (β,γ)  πξάγκα πνπ βιέπνπκε ζπρλά εμαηηίαο παιαηφηεξσλ νξηζκψλ 

πνπ δελ ηαπηίδνληαη κε απηφλ ηνπ ησξηλνχ ζρνιηθνχ βηβιίνπ.   

΢πλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα βιέπνπκε ηελ έθθξαζε: Η f είλαη ζπλερήο ζην (α,β) (β, γ)

σο…  

Δμεηάδνπκε ηε ζπλέρεηα ηεο f ζην β. 

Οη νξηζκνί φπσο δφζεθαλ νδεγνχλ κεξηθέο θνξέο ζε ζπκπεξάζκαηα πνπ δελ αθνχγνληαη 

ζσζηά, δελ έρνπλ φκσο θαλέλα ιάζνο. Τα παξαθάησ ζρήκαηα επεμεγνχλ ηηο πεξηπηψζεηο 

απηέο. 

Σην παξαθάησ ζρήκα 1, ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] , φκσο δελ είλαη ζπλερήο νχηε ζην α, νχηε 

ζην β. 

Σην ζρήκα 2, ε f είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα 1Γ [α,β]  θαη 
2Γ (β, γ] , δελ είλαη φκσο 

ζπλερήο ζην δηάζηεκα 
1 2Γ Γ Γ [α,γ]    

 

Π.ρ ε ζπλάξηεζε 
2x αλ x [0,2]

f (x)
3x αλ x (2,3]

 
 


  απνδεηθλχεηαη εχθνια φηη είλαη ζπλερήο ζηα 

[0,2]  θαη (2,3] , δελ είλαη ζπλερήο φκσο ζην ζεκείν 0x 2 , αθνχ 
x 2
lim f (x) 4


  ελψ 

x 2
lim f (x) 6


 , δειαδή είλαη 

x 2 x 2
lim f (x) lim f (x)

  
  

11) Λάζνο παξαλόεζεο ζεσξήκαηνο 

Ζ εηθφλα ελφο θιεηζηνχ δηαζηήκαηνο κέζσ κηαο ζπλερνχο κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο είλαη 

θιεηζηφ δηάζηεκα. 

Έλα ιάζνο είλαη λα ζεσξεί θάπνηνο φηη ε εηθφλα ελφο αλνηρηνχ δηαζηήκαηνο κέζσ κηαο 

ζπλερνχο κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο είλαη αλνηρηφ δηάζηεκα. Απηφ δελ είλαη πάληνηε αιεζέο. 

Π.ρ γηα ηε ζπλάξηεζε: f : ΅ ΅  κε 
2

2x
f (x)

1 x



 απνδεηθλχεηαη φηη ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο, 

δειαδή ε εηθφλα ηνπ αλνηρηνχ δηαζηήκαηνο ( , )   είλαη ην θιεηζηφ δηάζηεκα [ 1,1] . 

12) Πεδίν νξηζκνύ ηεο (gf) 

Δίλαη γλσζηφ φηη αλ ε f : A  ΅  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ε g : B ΅  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0f (x ) , ηφηε ε ζχλζεζε g fo  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  κε  

0 0 0(g f ) (x ) g (f (x ))f (x )  o  

(θαη απηή ε ηδηφηεηα βέβαηα κε ηελ εμαίξεζε πνπ αλαθέξακε λσξίηεξα, εθφζνλ δει. ην πεδίν 

νξηζκνχ ηεο g fo  είλαη θαηάιιειν) 
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Τη γίλεηαη φκσο αλ ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x  ή ε g δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0f (x ) ;  

Σην ζρνιηθφ βηβιίν δελ αλαθέξεηαη θάηη ζρεηηθφ. Σπλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα λνκίδεηαη φηη αλ 

δελ ηζρχνπλ νη παξαπάλσ πξνυπνζέζεηο, ηφηε ε g fo δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x . Απηφ 

πνπ ηζρχεη είλαη φηη: 

Η ζύλζεζε g fo  κπνξεί λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x  θαη αλ αθόκε δελ ηζρύεη θακία 

από ηηο παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο. Μπνξεί θπζηθά θαη λα κελ είλαη. 

  

Βιέπε 4 παξαδείγκαηα ζην [2] 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ: Αλ ε g fo   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x , δελ ηζρύνπλ όκσο νη παξαπάλσ 

πξνϋπνζέζεηο, δελ κπνξνύκε λα γξάςνπκε  
0 0 0(g f ) (x ) g (f (x ))f (x )  o  αθνύ δελ νξίδεηαη 

θάπνηνο όξνο ηνπ 2
ν
 κέινπο. 

Αληίζηνηρα ιάζε γίλνληαη θαη φηαλ δελ ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ζηα ζεσξήκαηα Bolzano, 

Rolle θαη Μέζεο Τηκήο. 

13) Παξαγώγηζε πξάμεσλ ζπλαξηήζεσλ 

Δίλαη γλσζηέο νη πξνηάζεηο: 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0x , ηφηε θαη νη ζπλαξηήζεηο 

f g, f g, f g    θ.ι.π είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0x  (αλ θαη απηφ δελ ηζρχεη αθξηβψο έηζη 

φπσο αλαγξάθεηαη ζην ζρνιηθφ βηβιίν. Βι. [2]). 

Αληίζηνηρα κε ηα φξηα (θαζφζνλ θαη ε παξάγσγνο φξην είλαη):  

Αλ κηα ή θαη νη δύν ζπλαξηήζεηο f θαη g δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζε θάπνην ζεκείν 
0x , 

απηό δε ζεκαίλεη όηη θάζε ζπλάξηεζε πνπ πεξηέρεη ηελ f  ή ηελ g ή θαη ηηο δύν δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 
0x .  

Γίλνπκε δχν παξαδείγκαηα.  

Σην 1
ν
 παξάδεηγκα νχηε ε  f  θαη  g νχηε ε  g  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0, ε f g  φκσο είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Σην 2
ν
 παξάδεηγκα ε  f  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0, ε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0 θαη ε 

f g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Παξάδεηγκα 1
ν
 

Δίλαη γλσζηφ φηη ε ζπλάξηεζε f (x) x  , x [0, )  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Δπνκέλσο θαη ε ζπλάξηεζε g(x) x x  , x [0, )   δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. Γηφηη 

αλ ήηαλ ε g παξαγσγίζηκε ζην 0, ηφηε ε ζπλάξηεζε x x g(x)   ζα ήηαλ παξαγσγίζηκε ζην 

0, πξάγκα άηνπν. 

Δλψ ινηπφλ νη ζπλαξηήζεηο  f  θαη  g  δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0, ε ζπλάξηεζε 

(f g)(x) x   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Παξάδεηγκα 2
ν
 

Ζ ζπλάξηεζε f (x) x  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. Ζ ζπλάξηεζε g(x) εκx  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Τν γηλφκελφ ηνπο h(x) x εκx  είλαη ζπλάξηεζε παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Πξάγκαηη:  

x 0 x 0

h(x) h(0) x εκx
lim lim

x 0 x 


 

 x 0

εκx
lim x 0 1 0 h (0)

x

 
     

 
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14) Παξαγώγηζε εμίζσζεο.  

Ζ παξάγσγνο ηεο f ζην 
0x  σο φξην ηεο ζπλάξηεζεο 0

0

f (x) f (x )
ι(x)

x x





 φηαλ 

0x x  γηα λα 

νξίδεηαη πξέπεη, ε ι(x) , άξα θαη ε f (x)  λα νξίδεηαη θαη ζην 
0x θαη θνληά ζην 

0x , δειαδή ζε 

έλα ηνπιάρηζηνλ δηάζηεκα ηεο κνξθήο 
0(α, x )  ή 

0(x ,β) . 

Καηά ηε κειέηε εμηζψζεσλ, γίλεηαη ην ζνβαξό ιάζνο λα παξαγσγίδνληαη ηα δύν κέιε.  

Γίλνληαη π.ρ θάπνηεο ζπλαξηήζεηο f θαη g (κπνξεί λα δνζνχλ νη ηχπνη ηνπο ή θάπνηεο ηδηφηεηέο 

ηνπο) θαη δεηείηαη λα απνδείμνπκε φηη ε εμίζσζε f (x) g(x)  έρεη κηα ξίδα ζην δηάζηεκα 

(α,β) . 

Σηελ πεξίπησζε απηή, ε ζρέζε f (x) g(x)  αιεζεχεη γηα θάπνηεο κφλν ηηκέο ηνπ x πνπ δελ 

απνηεινχλ δηάζηεκα. Έηζη ε παξαγώγηζε f (x) g (x)   δελ έρεη λόεκα. 

15) Παξαγώγηζε ζπλάξηεζεο κε πεδίν νξηζκνύ ην ¥  

Παξάδεηγκα (άζθεζε ζρνιηθνύ βηβιίνπ) 

Έλα πξαθηνξείν ηαμηδηώλ δηνξγαλώλεη κηα εθδξνκή. Αλ ζηελ εθδξνκή ζπκκεηάζρνπλ 100 

άηνκα, θαζέλα ζα πιεξώζεη 1000 €. Γηα θάζε επηπιένλ άηνκν, ε ηηκή κεηώλεηαη θαηά 5 €. 

Πόζα άηνκα επηπιένλ πξέπεη λα ζπκκεηάζρνπλ ώζηε ην πξαθηνξείν λα έρεη ηα 

πεξηζζόηεξα έζνδα; 

Λύζε 

Αλ x είλαη ν αξηζκφο ησλ επηπιένλ αηφκσλ, ζα ζπκκεηάζρνπλ 100 x  άηνκα θαη θαζέλα ζα 

πιεξψζεη (1000-5x) € . Δπνκέλσο ηα ζπλνιηθά έζνδα ηνπ πξαθηνξείνπ ζα είλαη  

2E(x) = (100 + x)(1000 - 5x) = -5x  + 500x + 100 000  

Πξέπεη λα βξνχκε ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο  

E:  ¥ ΅   κε   2E(x) = -5x  + 500x + 100 000  

Δδψ πξέπεη λα ηνλίζνπκε φηη ε παξαγψγηζε ηεο E(x) δελ έρεη λόεκα, αθνχ ε ζπλάξηεζε Δ 

νξίδεηαη κφλν ζην ¥ . 

Αλαιπηηθή ιχζε θαη παξαηεξήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο δίλεηαη ζην [2]  

6) Παξαγώγηζε αληζνηήησλ 

 

Οη αληζόηεηεο δελ κπνξνύλ λα παξαγσγηζηνύλ. 

Αλ δειαδή γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  f  θαη  g  ηζρχεη π.ρ ε ζρέζε f(x) > g(x) , δελ πξνθχπηεη θακία 

δηάηαμε γηα ηηο  f (x)  θαη g (x)  

 
Σην παξαπάλσ ζρήκα, είλαη f(x) > g(x)  γηα θάζε x Γ [α,β]   

Δπίζεο g (x) 0   γηα θάζε x Γ  (αθνχ ε g  είλαη ζηαζεξή), ελψ γηα ηελ f   αιινχ ηζρχεη 

f (x) > 0 , αιινχ f (x) < 0  θαη αιινχ f (x) = 0  

17) Ιδηόηεηεο ζε δηάζηεκα 

Οη πεξηζζφηεξεο ηδηφηεηεο ησλ παξαγψγσλ (φπσο θαη ηεο ζπλέρεηαο) ηζρχνπλ ζε δηάζηεκα. 

Παξαζέηνπκε δχν πξνηάζεηο (ε 2
ε
 είλαη ζπλέπεηα ηεο 1

εο
). 
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Πξόηαζε 1 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην 
0Γ  κε  

f (x) = 0  γηα θάζε 
0x Γ  ηόηε ε f είλαη ζηαζεξή ζην Γ. 

Πξόηαζε 2 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην Γ θαη ηζρύεη f (x) = g (x)    γηα θάζε 
0x Γ  

ηόηε ππάξρεη c ΅  ώζηε f = g + c  δειαδή f (x) = g (x)+ c γηα θάζε x Γ . 

Φξεηάδεηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή ζηε ρξήζε ησλ παξαπάλσ ζεσξεκάησλ.  

Αλ π.ρ f (x) 0  *x ( ,0) (0, )     ΅  δελ πξνθχπηεη φηη *f (x) c x   ΅ , αιιά  

1

2

c αλ x ( ,0)
f (x)

c αλ x (0, )

 
 

 
 

Γείηε ζρεηηθφ παξάδεηγκα ζην [2] 

΢ην αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ κπνξεί επίζεο λα γίλεη ην εμήο ζνβαξό ιάζνο: 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή ζην δηάζηεκα Γ, ηόηε f (x) 0   γηα θάζε x Γ  

 
Ζ παξαπάλσ πξφηαζε είλαη αιεζήο κφλν αλ ην Γ είλαη αλνηρηφ. Έηζη ζην δηπιαλφ ζρήκα, ελψ 

ε ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή ζην θιεηζηφ δηάζηεκα [α,β] , ζηα ζεκεία α θαη β δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε. 

18) Κακππιόηεηα – ΢εκεία θακπήο 

Οη νξηζκνί ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ γηα ηελ θακππιφηεηα είλαη νη εμήο: 

Α)  Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην 
0Γ  

Λέκε όηη 

 Η f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη θπξηή ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλ. αύμνπζα 

ζην 
0Γ . 

 

 Η f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλ. 

θζίλνπζα ζην
0Γ . 

Β) Έζησ ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα (α,β)  κε εμαίξεζε ίζσο ην ζεκείν 

0x (α,β) . Αλ  

 ε f είλαη θπξηή ζην 0(α, x )  θαη θνίιε ζην 0(x ,β)  ή αληίζηξνθα 

 ε f c έρεη εθαπηνκέλε ζην 0x  

ηόηε ην ζεκείν 0 0(x ,f (x ))  ιέγεηαη ζεκείν θακπήο ηεο f c . 

Σχκθσλα κε ηνπο νξηζκνχο απηνχο: 

α) Ζ θακππιφηεηα κηαο ζπλάξηεζεο νξίζηεθε κφλν ζε δηάζηεκα θαη φρη ζε νπνηνδήπνηε 

ζχλνιν. Π.ρ  δελ κπνξνχκε λα κηιάκε γηα θακππιφηεηα ζην ζχλνιν  

(1,2) (2,3) . 

β) Γηα λα είλαη ην 0x  ζεκείν θακπήο, πξέπεη ζην 0x  λα ππάξρεη εθαπηνκέλε. Δδψ ππάξρεη κηα 

ζχγρπζε. 
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Δπεηδή ε θαηαθφξπθε εθαπηνκέλε είλαη εθηφο δηδαθηέαο χιεο, γηα ηνπο καζεηέο νη εθθξάζεηο 

"ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x " θαη "ε 

f c έρεη εθαπηνκέλε ζην 
0x " είλαη ηαπηφζεκεο. 

Έηζη, ην φηη ε f  δελ είλαη απαξαίηεηα παξαγσγίζηκε ζην 
0x , ε 

f c  φκσο έρεη εθαπηνκέλε ζην 

0x  θαίλνληαη αληηθαηηθά. ΋κσο ν νξηζκφο εδψ ζέιεη λα ζπκπεξηιάβεη θαη ηελ πεξίπησζε ηεο 

θαηαθφξπθεο εθαπηνκέλεο θαη γηα ηνλ ιφγν απηφ δελ απαηηεί ε f λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0x . Γειαδή αληίθαζε δελ ππάξρεη. 

γ) Γηα λα είλαη ην 
0x  ζεκείν θακπήο, ν νξηζκφο απαηηεί ε 

f c  λα είλαη θπξηή ζε δηάζηεκα 

0(α, x )  θαη θνίιε ζε δηάζηεκα 
0(x ,β)  ή αληίζηξνθα. Πξνο ηνχην αξθεί f (x) 0   ζην 

0(α, x )   

θαη f (x) 0   ζην 
0(x ,β)   ή αληίζηξνθα. Δπνκέλσο δελ αξθεί ε f   λα είλαη ζεηηθή ζε θάπνην 

ζεκείν ηνπ 
0(α, x )   θαη αξλεηηθή ζε θάπνην ζεκείν ηνπ 

0(x ,β) .  

Η παξαλόεζε απηή νδήγεζε ζην ιάζνο ζέκα ησλ Παλειιαδηθώλ ηνπ 2003
3
 

δ) Γηα λα είλαη ην ζεκείν 
0x  ζεκείν θακπήο δελ είλαη απαξαίηεην ε f λα είλαη δχν θνξέο 

παξαγσγίζηκε ζην 
0x . Αξθεί ζην 

0x  ε 
f c   λα δέρεηαη εθαπηνκέλε. Απηφ ζπκβαίλεη φηαλ ε f 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x  ή αθφκε θαη φηαλ δελ είλαη, επεηδή ην 

0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim ή

x x


  


νπφηε δέρεηαη θαηαθφξπθε εθαπηνκέλε. 

ε) Αληίζεηα κε ηε κνλνηνλία θαηά ηελ νπνία αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αχμνπζα ζηα 
0(α, x ]  

θαη 
0[x ,β)  ηφηε ε f είλαη γλ. αχμνπζα θαη ζηελ έλσζε 

0 0(α, x ] [x , β)=(α, β) , γηα ηελ 

θακππιφηεηα δελ ηζρχεη ε αληίζηνηρε πξφηαζε. Γειαδή: 

Αλ ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηα 0(α, x ]  θαη 0[x ,β) , δελ πξνθύπηεη ζπκπέξαζκα γηα ηελ 

θακππιόηεηα ζηελ έλσζε 0 0(α, x ] [x , β)=(α, β)  

Απηφ πξνθχπηεη εχθνια κε ηε βνήζεηα ελφο δηαγξάκκαηνο ζην νπνίν θαηαθαίλεηαη ε αιήζεηα 

ηεο πξφηαζεο. Απφ ην ίδην ην δηάγξακκα θαηαζθεπάζακε θαη ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε πνπ 

ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζε θαζέλα απφ ηα δηαζηήκαηα [ 1,1]  θαη [1,3] , ελψ δε ζηξέθεη ηα 

θνίια πάλσ ζηελ έλσζε [ 1,1] [1,3] [ 1,3]    . 

Η ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο εμήο:  

2

2

x , αλ 1 x 1
f (x)

(x 2) , αλ 1 x 3

   
 

  
 

Ζ f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο 

Δίλαη: 
2x, αλ 1 x 1

f (x)
2(x 2), αλ 1 x 3

  
  

  
 

 

                                                           
3
 Γηα φιεο ηηο ιεπηνκέξεηεο ηνπ ζέκαηνο, βιέπε άξζξν καο 

α) Σην πεξηνδηθφ ΑΠΟΛΛΩΝΗΟΣ ηεο Δ.Μ.Δ Ζκαζίαο, ηεχρνο 2, ζει. 119-123 

β) Δθεκεξίδα ΛΑΟΣ  ηεο Ζκαζίαο ηεο 30-5-2003 ζηε δηεχζπλζε www.laosver.gr 

γ) Δθπαηδεπηηθή ηζηνζειίδα www.teach.gr 

http://www.teach.gr/
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Ζ f   είλαη γλ. αχμνπζα ζηα ( 1,1)  θαη (1,3) , άξα  

ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζε θαζέλα απφ ηα δηαζηήκαηα  [ 1,1]  θαη [1,3] , φκσο ε f δε 

ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηελ έλσζε  [ 1,1] [1,3] [ 1,3]    , αθνχ ε f   δελ είλαη γλ. αχμνπζα 

ζην ( 1,3) . 

Πξάγκαηη, 
1

f ( ) 1
2

   θαη 
3

f ( ) 1
2

   , δειαδή 
1 3

f ( ) > f ( )
2 2

   

19) Καλόλαο ηνπ Del’ Hospital 

Σχκθσλα κε απηφλ (αληηγξάθνπκε ηνλ θαλφλα απφ ην ζρνιηθφ βηβιίν):  

Θεώξεκα 1
ν
 (κνξθή 

0

0
)  

Αλ 
0x x

lim f (x) 0


 , 
0x x

lim g(x) 0


 , 
0x R { , }     θαη ππάξρεη ην 

0x x

f (x)
lim

g (x)




 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε: 
0 0x x x x

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x) 





 

Θεώξεκα 2
ν
 (κνξθή 




)  

Αλ 
0x x

lim f (x)


  , 
0x x

lim g(x)


  , 
0x R { , }     θαη ππάξρεη ην 

0x x

f (x)
lim

g (x)




 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε: 
0 0x x x x

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x) 





 

Παξαηεξήζεηο 

α) Σν ζεώξεκα ηζρύεη θαη γηα ηηο κνξθέο , ,
  

  
 

β) Σα παξαπάλσ ζεσξήκαηα ηζρύνπλ θαη γηα πιεπξηθά όξηα θαη κπνξνύκε, αλ ρξεηάδεηαη, 

λα ηα εθαξκόζνπκε πεξηζζόηεξεο θνξέο, αξθεί λα πιεξνύληαη νη πξνϋπνζέζεηο ηνπο. 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηνπ θαλφλα De l‘ Hospital γίλνληαη πνιιά ιάζε θαη πνπ νθείινληαη 

θπξίσο ζηε κε χπαξμε ησλ πξνυπνζέζεσλ. 

Γηα ηε ζσζηή εθαξκνγή πξέπεη λα γλσξίδνπκε φηη: 

α) Γηα λα νξίδεηαη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 πξέπεη νη f   θαη g  λα νξίδνληαη ζε κηα πεξηνρή ηνπ 

0x

θαη δελ αξθεί λα νξίδνληαη ζην 0x . 

β) Πξέπεη λα ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 

Αλαθέξνπκε ζρεηηθά ην  

Παξάδεηγκα 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίδεηαη ζην 

0x Γ . Να απνδείμεηε όηη: 
0

0 0

x x
0

xf (x ) x f (x)
lim

x x





0 0 0f (x ) x f (x )    

(4
ε
 ΓΔ΢ΜΗ 1991) 

Τν ιάζνο πνπ κπνξεί λα γίλεη εδψ, είλαη λα γίλεη εθαξκνγή ηνπ θαλφλα De l‘ Hospital ελψ γηα 

ηε ζπλάξηεζε f δφζεθε φηη παξαγσγίδεηαη κφλν ζην 0x  θαη δελ είλαη γλσζηφ αλ 
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παξαγσγίδεηαη ζε πεξηνρή ηνπ 
0x  (γηα λα έρεη λφεκα ην  

0x x
lim f (x)


 , ε f   πξέπεη λα νξίδεηαη 

ζε πεξηνρή ηνπ 
0x ).  

Ζ ιχζε ινηπφλ δελ κπνξεί λα γίλεη κε ηνλ θαλφλα De l‘ Hospital θαη πξέπεη λα γίλεη σο εμήο: 

0

0 0

x x
0

xf (x ) x f (x)
lim

x x




 0

0 0 0 0 0 0

x x
0

xf (x ) x f (x ) x f (x ) x f (x)
lim

x x

  



 

0

0 0 0

0
x x

0 0

(x x )f (x ) f (x) f (x )
lim x

x x x x

  
   

  
0 0 0f (x ) x f (x )  

Αλ εθαξκνζηεί ν θαλόλαο De l’ Hospital ζα δώζεη ην ίδην απνηέιεζκα, αθνχ ε άγλσζηε 

ζπλάξηεζε  f  ζα κπνξνχζε λα είλαη παξαγσγίζηκε ζε πεξηνρή ηνπ 
0x  θαη φρη κφλν ζην 

0x . 

΋κσο θάηη ηέηνην δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαηά ηε ιχζε. 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηνπ θαλφλα Del‘ Hospital γίλνληαη δχν ζεκαληηθά ιάζε φπσο θαίλεηαη 

ζηε ιχζε πνπ αθνινπζεί: 

0

0 0

x x
0

xf (x ) x f (x)
lim

x x






 

 0

0 0

x x

0

xf (x ) x f (x)
lim

x x





 0

0 0

x x

f (x ) x f (x)
lim

1




0 0 0x x f (x )  

Τν 1
ν
 ιάζνο είλαη φηη ζεσξνχκε φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε φρη κφλν ζην x0, αιιά θαη ζε 

πεξηνρή ηνπ x0 ψζηε λα κπνξνχκε λα γξάςνπκε 
0

0 0

x x

f (x ) x f (x)
lim

1


 . 

Τν 2
ν
 ιάζνο είλαη λα ζεσξνχκε φηη ε f   είλαη ζπλερήο ζην x0 ψζηε λα γξάθνπκε 

0

0 0

x x

f (x ) x f (x)
lim

1




0 0 0x x f (x )  

Μηα άιιε ζεκαληηθή παξαηήξεζε ζηελ εθαξκνγή ηνπ θαλόλα ηνπ Del’ Hospital 

Γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλφλαο ηνπ Del‘ Hospital, πξέπεη λα ππάξρεη ην φξην ηνπ πειίθνπ ησλ 

παξαγψγσλ. Ο θαλφλαο ιέεη φηη: 

εθόζνλ ππάξρεη ην
0x x

f (x)
lim α { , }

g (x)


    


΅ , ηόηε ππάξρεη θαη ην 

0x x

f (x)
lim α

g(x)
  

Σηελ πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




, είλαη δπλαηφ λα ππάξρεη ην 

0x x

f (x)
lim

g(x)
 φπσο 

δείρλνπκε ζην παξαθάησ παξάδεηγκα. 

Να βξεζεί ην 
x

x εκx
lim

2x ζπλx




 

Μπνξεί εχθνια λα απνδεηρζεί φηη θαη ην φξην ηνπ αξηζκεηή θαη ην φξην ηνπ παξνλνκαζηή είλαη 

+  

Πξάγκαηη, γηα θάζε x  0, είλαη:  

εκx

x
=

1
εκx

x
 

1

x
 -

1

x


εκx

x


1

x
 θαη επεηδή 

x
lim


(-
1

x
)=

x
lim


1

x
=0, πξνθχπηεη 

φηη είλαη θαη 
x
lim


εκx

x
=0 

Δπνκέλσο: 
x
lim


(x-εκx)= 
x
lim


[x(1-
εκx

x
)]=(  )  1=   
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Με ηνλ ίδην ηξφπν βξίζθνπκε φηη είλαη θαη 
x
lim


(2x+ζπλx)=  , δειαδή ηζρχεη ε πξψηε 

πξνυπφζεζε ηνπ θαλφλα De l‘ Hospital. ΋κσο ν θαλφλαο De l‘ Hospital δελ κπνξεί λα 

εθαξκνζηεί. Γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλφλαο πξέπεη λα ππάξρεη ην  

x
lim


(x εκx)

(2x ζπλx)




= 

x
lim


1 ζπλx

2 εκx




 

΋κσο ην φξην απηφ δελ ππάξρεη, φπσο απνδεηθλχνπκε ακέζσο: 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε: f(x)= 
1 ζπλx

2 εκx




 θαη ηηο αθνινπζίεο:  

xλ=2λπ   θαη 
λx   =

π
2λπ

2
   

Οη αληίζηνηρεο αθνινπζίεο ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: 

λ

1 ζπλ(2λπ)
f (x ) 0 0

2 εκ(2λπ)


  


 θαη λ

π
1 ζπλ(2λπ )

2f (x ) 1 1
π

2 εκ(2λπ )
2

 
   

 

 

Δπεηδή νη αθνινπζίεο 
λf (x ) θαη 

λf (x ) έρνπλ δηαθνξεηηθά φξηα, δελ ππάξρεη ην 
x

1 ζπλx
lim

2 εκx




 

Έηζη δελ κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε ηνλ θαλφλα De l‘ Hospital. 

Παξφια απηά ην φξην ππάξρεη θαη κπνξεί λα βξεζεί ρσξίο ηνλ θαλφλα De l‘ Hospital σο εμήο: 

x
lim


x εκx

2x ζπλx




=

x
lim


εκx
x(1 )

x
ζπλx

x(2 )
x





=
x
lim


εκx
1

x
ζπλx

2
x





=
1

2
 δηφηη φπσο βξήθακε πξηλ είλαη 

x
lim


εκx

x
=0 θαη γηα ηνλ ίδην ιφγν είλαη 

x
lim


ζπλx

x
=0 

 

Βηβιηνγξαθηθέο παξαπνκπέο 

Σρεηηθέο εηζεγήζεηο κνπ απφ ηηο νπνίεο αληιήζεθε ην πιηθφ ηεο παξνχζαο εηζήγεζεο: 

1. Μαζεκαηηθά Γ΄ Λπθείνπ. Σεκεία πνπ ρξεηάδνληαη ηδηαίηεξε πξνζνρή 

2. Παξάγσγνη. Σεκεία πνπ ρξεηάδνληαη ηδηαίηεξε πξνζνρή 

3. Αλάιπζε Γ΄ Λπθείνπ. Σπλεζηζκέλα θαη αζπλήζηζηα ιάζε 

4. Αλάιπζε Γ΄ Λπθείνπ. Δπηζεκάλζεηο θαη δηεπθξηλίζεηο κε αθνξκή ζέκαηα   Παλειιαδηθψλ 

εμεηάζεσλ 

5. Σεκεία δηαθσληψλ 

6. Ζ ζσζηή ρξήζε ησλ ζπκβφισλ θαη   

7. Οινθιεξψκαηα. Α΄ κέξνο 

8. Οινθιεξψκαηα. Β΄ κέξνο 

 

  



36 

Η δηδαζθαιία ηεο Αλάιπζεο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ: Δίλαη δπλαηό λα ζπλδπάζνπκε 

ζεσξεηηθή εκβάζπλζε θαη «κεζνδνινγία»; 

Αλάιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη πξνηάζεηο γηα ηε ιύζε ηνπ
4
 

 

Γηάλλεο Θσκαΐδεο, ΢ρνιηθόο ΢ύκβνπινο Μαζεκαηηθώλ 

Γεκήηξεο Μπαξνύηεο, Μαζεκαηηθόο 3νπ ΓΔ.Λ. ΢ηαπξνύπνιεο 

Γηάλλεο ΢αξάθεο, Μαζεκαηηθόο Ιδησηηθνύ ΓΔ.Λ. Καιακαξί 

Αιέμαλδξνο ΢πγθειάθεο, Μαζεκαηηθόο Πεηξακαηηθνύ ΓΔ.Λ. Ηξαθιείνπ 

 

Δηζαγσγή 

Ζ δηδαζθαιία ηεο Αλάιπζεο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ βξίζθεηαη εδψ θαη πνιιέο δεθαεηίεο 

εγθισβηζκέλε αλάκεζα ζηηο εγγελείο δπζθνιίεο θαηαλφεζεο ησλ ιεπηψλ ζεσξεηηθψλ ελλνηψλ 

πνπ κειεηά απηφο ν θιάδνο ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ζηηο ηδηαίηεξεο απαηηήζεηο ηεο 

πξνεηνηκαζίαο ησλ καζεηψλ ψζηε λα θαηαζηνχλ ηθαλνί λα αληηκεησπίζνπλ ηα ζέκαηα ησλ 

παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ. 

Υπάξρνπλ πνιινί θαη ζεκαληηθνί ιφγνη πνπ νδεγνχλ ηνπο δηδάζθνληεο λα πηνζεηήζνπλ έλα 

κνληέιν δηδαζθαιίαο ην νπνίν εμππεξεηεί ζρεδφλ απνθιεηζηηθά ηελ πξνεηνηκαζία γηα ηηο 

παλειιαδηθέο εμεηάζεηο. Ζ κάζεζε ηεο ζεσξίαο γίλεηαη γηα ηνπο καζεηέο έλα δήηεκα 

απνκλεκφλεπζεο νξηζκψλ θαη απνδείμεσλ πνπ ζα αλαπαξαρζνχλ ηελ εκέξα ησλ εμεηάζεσλ, 

ελψ ην θχξην βάξνο ηεο δηδαζθαιίαο κεηαηνπίδεηαη ζηελ αλάπηπμε κηαο εθηεηακέλεο 

«κεζνδνινγίαο» επίιπζεο αζθήζεσλ πνπ αθνινπζνχλ πηζηά θαη επαπμάλνπλ ηε εμεηαζηηθή 

ζεκαηνινγία. 

Ο εθθπιηζκφο ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Αλάιπζεο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ ζην δίπηπρν «κεζνδνινγία + 

αζθεζηνινγία» έρεη πνιιέο αξλεηηθέο, καθξνρξφληεο ζπλέπεηεο, ηηο νπνίεο δελ αλαδεηθλχεη ε 

δεκνζηνγξαθηθνχ ηχπνπ ζπδήηεζε γηα ην ξφιν ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηηο παλειιαδηθέο 

εμεηάζεηο. Ζ ζπδήηεζε απηή αλαθπθιψλεηαη κε θαηαγγειηηθφ ιφγν γχξσ απφ νξηζκέλα 

ζηεξεφηππα θαη ηδενινγήκαηα, ρσξίο λα ιακβάλνληαη ππφςε εκπεηξηθά θαη πνηνηηθά δεδνκέλα 

ηεο επίδνζεο ησλ καζεηψλ ζηηο εμεηάζεηο. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ φηη ηηο ειάρηζηεο θνξέο πνπ 

κειεηήζεθαλ απηά ηα δεδνκέλα, θπξίσο απφ εθπξνζψπνπο ηεο ηξηηνβάζκηαο εθπαίδεπζεο, 

αλαδείρζεθε ε κεγάιε αλαληηζηνηρία αλάκεζα ζηηο πςειέο βαζκνινγίεο ησλ παλειιαδηθψλ 

εμεηάζεσλ θαη ζηηο ρακειέο επηδφζεηο ησλ πξσηνεηψλ θνηηεηψλ ζηηο Σρνιέο Θεηηθψλ 

Δπηζηεκψλ θαη ηα Πνιπηερλεία (γηα κηα ελδηαθέξνπζα ζρεηηθή κειέηε βι. ηελ εξγαζία [1] ζηε 

βηβιηνγξαθία).     

Τα ηειεπηαία ρξφληα φκσο, έρεη αξρίζεη λα δηεμάγεηαη θαη κηα άιινπ ηχπνπ ζπδήηεζε, πνπ 

επηρεηξεί λα αμηνπνηήζεη κε νξζνινγηθφ ηξφπν πνζνηηθά θαη πνηνηηθά δεδνκέλα απφ ηε 

δηφξζσζε ησλ γξαπηψλ ζηα Βαζκνινγηθά Κέληξα θαη λα ηα ζπζρεηίζεη κε ηε δηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ. Ζ ζπδήηεζε απηή έρεη ήδε ζπλεηζθέξεη έλαλ αμηφινγν αξηζκφ δεκνζηεπκέλσλ 

εξεπλψλ θαη αλαιχζεσλ, πνπ επηηξέπνπλ λα δηαηππψζνπκε νξηζκέλεο ξεαιηζηηθέο εθηηκήζεηο 

                                                           
4
 Ζ εξγαζία απηή απνηειεί ηκήκα επξχηεξεο έξεπλαο ησλ ζπγγξαθέσλ γηα ηε δηδαζθαιία ηεο 

Αλάιπζεο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ ε νπνία βξίζθεηαη ζε εμέιημε θαη ηα απνηειέζκαηα 

αλαθνηλψλνληαη ηκεκαηηθά. Μέξνο ηεο έξεπλαο παξνπζηάζηεθε ζε δχν δηαδνρηθέο εηζεγήζεηο 

ζην 33
ν
 Παλειιήλην Σπλέδξην ηεο Δ.Μ.Δ. (Φαληά, 4–11–2016) θαη δεκνζηεχηεθε ζηα 

Πξαθηηθά (ζζ.261-281). Σηελ εθδήισζε ηεο Σρνιήο Καιακαξί (Θεζζαινλίθε, 3–12–2016), ε 

εξγαζία παξνπζηάδεηαη εκπινπηηζκέλε κε πνιιά επηπιένλ ζηνηρεία πνπ δελ αλαθνηλψζεθαλ 

ζην Σπλέδξην ιφγσ έιιεηςεο ρψξνπ θαη ρξφλνπ.       
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γηα ηα αξλεηηθά απνηειέζκαηα ηεο ζχλδεζεο ησλ εμεηάζεσλ κε ηε δηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ ζηε Γ΄ Λπθείνπ.
5
 

Οη εξγαζίεο απηέο αλαδεηθλχνπλ νξηζκέλεο βαζηθέο φςεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ηηο νπνίεο 

κπνξνχκε λα ζπλνςίζνπκε ζηα εμήο ζεκεία: 

 Φακειφ αιγεβξηθφ ππφβαζξν ηεο κεγάιεο πιεηνςεθίαο ησλ καζεηψλ. 

 Σεκαληηθέο παξαλνήζεηο γηα βαζηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο (αδπλακία δηάθξηζεο 

κεηαμχ αγλψζησλ, κεηαβιεηψλ θαη παξακέηξσλ, κεηαμχ αξηζκψλ θαη ζπλαξηήζεσλ) 

 Έιιεηςε νπζηαζηηθήο θαηαλφεζεο ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο. 

 Υπεξβνιηθή εμάξηεζε ησλ καζεηψλ απφ ηηο δηαδηθαζίεο πνπ επηβάιεη ε 

«κεζνδνινγία» ζε βάξνο ηεο ελλνηνινγηθήο θαηαλφεζεο θαη ηεο εθαξκνγήο βαζηθψλ 

καζεκαηηθψλ γλψζεσλ. 

Θα πξνζθνκίζνπκε ζηε ζπλέρεηα πνιιά ηεθκήξηα πνπ επηβεβαηψλνπλ απηέο ηηο φςεηο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, αμηνπνηψληαο πνζνηηθά αιιά θπξίσο πνηνηηθά δεδνκέλα απφ ηε δηφξζσζε ελφο 

κεγάινπ αξηζκνχ γξαπηψλ ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ. Μπνξνχκε φκσο λα δηαηππψζνπκε 

πξνθαηαξθηηθά θαη κε βεβαηφηεηα ηελ αθφινπζε γεληθή εθηίκεζε ζρεηηθά κε ηα απνηειέζκαηα 

ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηελ Γ΄ Λπθείνπ: 

Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο θαίλεηαη λα γλσξίδνπλ «κεζνδνινγηθνχο» θαλφλεο θαη λα επηιχνπλ 

κέζσ απηψλ δηάθνξεο αζθήζεηο, επηδεηθλχνληαο φκσο ηαπηφρξνλα ζε άιιεο παξφκνηεο 

αζθήζεηο θξαπγαιέα άγλνηα βαζηθψλ ελλνηψλ ηεο Άιγεβξαο θαη ηεο Αλάιπζεο. Ζ δηαπίζησζε 

απηή απνηειεί ξνπηίλα ζε φζνπο έρνπλ δηνξζψζεη γξαπηά ζηα βαζκνινγηθά θέληξα ή έρνπλ 

δηδάμεη Μαζεκαηηθά ζε πξσηνεηείο θνηηεηέο. 

Ο θχξηνο ζθνπφο απηήο ηεο εξγαζίαο δελ είλαη ε επαλάιεςε δηαπηζηψζεσλ ξνπηίλαο νχηε ε 

άζθεζε αλέμνδεο θξηηηθήο, αιιά ε θαηάζεζε ζπγθεθξηκέλσλ δηδαθηηθψλ πξνηάζεσλ πνπ 

ζεσξνχκε φηη κπνξνχλ λα ζπκβάινπλ ζηελ αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Δλ ζπληνκία, 

ηνλίδνπκε ηε κεγάιε αλάγθε δηδαθηηθψλ παξεκβάζεσλ πνπ αλαβαζκίδνπλ ηε δηδαζθαιία ηεο 

ζεσξίαο θαη ζπκβάινπλ ζηελ νπζηαζηηθή θαηαλφεζε ησλ βαζηθψλ ελλνηψλ ηεο Αλάιπζεο, 

αλαδεηθλχνληαο παξάιιεια ηηο βαζηθέο θαη ηδηαίηεξεο κεζνδνινγηθέο αξρέο απηνχ ηνπ θιάδνπ 

ησλ Μαζεκαηηθψλ.  

Ζ πξφηαζε πνπ ζα αλαπηχμνπκε ζηε ζπλέρεηα ζηεξίδεηαη ζε καθξά δηδαθηηθή εκπεηξία θαη 

ζηελ αμηνπνίεζε ηνπ πιηθνχ φισλ ησλ ζρνιηθψλ βηβιίσλ πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε 

δηδαζθαιία ηεο Αλάιπζεο ζηελ Διιάδα ηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο. Απφ ζεσξεηηθή άπνςε, ε 

πξφηαζε απηή ζα κπνξνχζε λα εληαρζεί κέζα ζην γεληθφηεξν πιαίζην ησλ εξεπλψλ θαη 

ζπδεηήζεσλ γηα ηε δηδαζθαιία ηεο Αλάιπζεο πνπ δηεμάγνληαη δηεζλψο ζε επξεία θιίκαθα, 

ιακβάλνληαο ζνβαξά ππφςε ηηο ηδηαηηεξφηεηεο ηνπ καζήκαηνο ζε θάζε ρψξα (γηα νξηζκέλεο 

γεληθέο επηζθνπήζεηο ν ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο παξαπέκπεηαη ζηηο εξγαζίεο [3], [4], [5], 

[6] θαη [7] ηεο βηβιηνγξαθίαο). 

1. Υαξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα πνπ αλαδεηθλύνπλ ηελ έθηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

Δδψ θαη ρξφληα, θαηά ηε δηφξζσζε ησλ γξαπηψλ δνθηκίσλ ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ζηα 

βαζκνινγηθά θέληξα, παξαηεξείηαη έλα γεγνλφο πνπ δελ είλαη εχθνιν λα εμεγεζεί: Σρεδφλ νη 

κηζνί καζεηέο θάζε ρξφλν αδπλαηνχλ λα επσθειεζνχλ απφ ηε κεγάιε «πξνζθνξά» πνπ 

γίλεηαη ζην ζέκα Α (5 βαζκνί ηεο 20βαζκεο θιίκαθαο), ζην νπνίν δεηείηαη παγίσο απφ ηελ 

Κεληξηθή Δπηηξνπή Δμεηάζεσλ ε αλαπαξαγσγή κηαο απφδεημεο θαη ελφο ή δχν νξηζκψλ απφ ην 

ζρνιηθφ βηβιίν. Οη κηζνί πεξίπνπ καζεηέο δελ γξάθνπλ απνιχησο ηίπνηε φζνλ αθνξά ηελ 

απφδεημε ή ηνπο νξηζκνχο θαη παίξλνπλ ειάρηζηεο κνλάδεο απφ ηηο εξσηήζεηο «Σσζηφ – 

                                                           
5
Σην [2] έρνπκε θαηαγξάςεη έλα ζεκαληηθφ αξηζκφ ζρεηηθψλ εξεπλψλ πνπ δεκνζηεχηεθαλ 

κέρξη ην 2015, ελψ αξθεηέο αθφκε ζα αλαθέξνπκε ζηε ζπλέρεηα απηήο ηεο εξγαζίαο. Αμίδεη 

επίζεο λα ζεκεησζεί φηη νη πεξηζζφηεξεο απφ απηέο ηηο έξεπλεο έρνπλ αλαθνηλσζεί ζηα 

Παλειιήληα Σπλέδξηα ηεο Διιεληθήο Μαζεκαηηθήο Δηαηξείαο.     



38 

Λάζνο». Δίλαη κάιηζηα ραξαθηεξηζηηθφ φηη νη ίδηνη απηνί καζεηέο ιχλνπλ ζηα ππφινηπα 

ζέκαηα αξθεηέο αζθήζεηο, θπξίσο εθείλεο πνπ αληηκεησπίδνληαη κε ζπγθεθξηκέλεο δηαδηθαζίεο 

(π.ρ. εχξεζε ησλ αθξνηάησλ κηαο ζπλάξηεζεο κε ρξήζε ησλ ξηδψλ θαη ηνπ πξνζήκνπ ηεο 

πξψηεο παξαγψγνπ). 

Απηή ε παξαηήξεζε θαίλεηαη λα επηβεβαηψλεηαη απφ πξφζθαηεο έξεπλεο, νξηζκέλεο κάιηζηα 

απφ ηηο νπνίεο κειέηεζαλ ηελ επίδνζε ησλ καζεηψλ ζην ζέκα Α ηεο ζεσξίαο επί ζεηξά εηψλ 

(βι. ηηο εξγαζίεο [8] θαη [9] ηεο βηβιηνγξαθίαο). 

Πξνθαλψο ε επίδνζε ησλ καζεηψλ ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο εμαξηάηαη απφ πνιινχο 

παξάγνληεο. Ζ κεγάιε απνηπρία φκσο ζην ζέκα ηεο ζεσξίαο, ην νπνίν αληακείβεη 

πινπζηνπάξνρα απφ βαζκνινγηθή άπνςε ηελ απιή αλαπαξαγσγή γλσζηηθψλ ζηνηρείσλ 

(δειαδή ηελ απνκλεκφλεπζε), ζηέιλεη αλεζπρεηηθά κελχκαηα γηα ηελ επίδξαζε ηεο 

δηδαζθαιίαο ζηε ζρέζε πνπ αλαπηχζζνπλ νη καζεηέο κε ηε κειέηε ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ. 

Δίλαη γλσζηφ φηη νη πεξηζζφηεξνη δηδάζθνληεο, ηδηαίηεξα ζηελ Γ΄ Λπθείνπ,ρξεζηκνπνηνχλ ζηελ 

ηάμε θαη ζπζηήλνπλ ζηνπο καζεηέο δηάθνξα βνεζήκαηα ηα νπνία εθ ησλ πξαγκάησλ δελ είλαη 

ηίπνηε άιιν απφ ζπιινγέο αζθήζεσλ «κεηά ζπλνπηηθήο ζεσξίαο». Δπίζεο απφ ηα κεληαία 

δειηία παξαθνινχζεζεο ηεο χιεο είλαη θαλεξφ φηη ε πιεηνςεθία ησλ δηδαζθφλησλ «θαιπάδεη» 

γηα λα νινθιεξψζεη ηάρηζηα ηελ «χιε», ψζηε ν ππφινηπνο ρξφλνο λα αθηεξσζεί ζηε 

δηδαζθαιία «ζπλδπαζηηθψλ» αζθήζεσλ νη νπνίεο αθνινπζνχλ πηζηά ηε δνκή αληίζηνηρσλ 

ζεκάησλ πνπ έρνπλ ηεζεί ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο. ΋πσο έρνπκε επηζεκάλεη, απηφ ην 

κνληέιν δηδαζθαιίαο αλαβαζκίδεη ζε πξψηηζηα εθπαηδεπηηθά αγαζά ηελ «αζθεζηνινγία» θαη 

ηε «κεζνδνινγία» θαη νδεγεί ζε κηα ξαγδαία απαμίσζε ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ. 

Ζ απνηπρία ζην ζέκα ζεσξίαο ησλ εμεηάζεσλ επηβεβαηψλεη απιά φηη ε εμίζσζε «δηδαζθαιία = 

αζθεζηνινγία + κεζνδνινγία» αθαηξεί απφ πάξα πνιινχο καζεηέο αθφκε θαη ηελ ηθαλφηεηα 

απηφλνκεο κειέηεο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ. Έρεη φκσο θαη άιιεο ρεηξφηεξεο παξελέξγεηεο, φπσο 

π.ρ. ηελ νπζηαζηηθή αθχξσζε βαζηθψλ γλψζεσλ πνπ έρνπλ δηδαρζεί νη καζεηέο ζε 

πξνεγνχκελεο ηάμεηο. 

Σηα βαζκνινγηθά θέληξα έρεη παξαηεξεζεί, φηη ε πιεηνςεθία ησλ καζεηψλ ηεο Γ΄ Λπθείνπ 

πνπ πξνζέξρεηαη ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο έρεη κεγάιεο ειιείςεηο ζε βαζηθέο καζεκαηηθέο 

γλψζεηο απφ ηελ χιε πξνεγνχκελσλ ηάμεσλ, ηδηαίηεξα ζηνλ αιγεβξηθφ ινγηζκφ. Καη απηή ε 

παξαηήξεζε έρεη επηβεβαησζεί ηα ηειεπηαία ρξφληα απφ έξεπλεο πνπ θαηέγξαςαλ θαη 

κειέηεζαλ ηα ζρεηηθά ιάζε (βι. π.ρ. ηηο εξγαζίεο [2], [10] θαη [11] ηεο βηβιηνγξαθίαο). Αλ θαη 

ζηηο έξεπλεο απηέο ππάξρνπλ ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα, ζεσξνχκε φηη παξνπζηάδεη 

μερσξηζηφ ελδηαθέξνλ ε πεξίπησζε ηνπ ζέκαηνο Β ησλ εμεηάζεσλ ηνπ Μαΐνπ 2016: 

ΘΔΜΑ Β 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2

2

x
f (x) ,

x 1



xℝ 

Β1. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα, ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία 

ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ηα αθξφηαηα ηεο f.           

                   Μνλάδεο 6 

Β2. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη θπξηή, ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη 

θνίιε θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηα ζεκεία θακπήο ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο.    

                   Μνλάδεο 9 

Β3. Να βξεζνχλ νη αζχκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f.       

                   Μνλάδεο 7 

Β4. Με βάζε ηηο απαληήζεηο ζαο ζηα εξσηήκαηα Β1, Β2, Β3 λα ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f.            Μνλάδεο 3 

 

΋ινη ζα ζπκθσλήζνπλ πξνθαλψο φηη απηφ ην ζέκα αμηνινγεί ηηο εληειψο απαξαίηεηεο γλψζεηο 

ελφο καζεηή πνπ έρεη δηδαρζεί ζηνηρεία ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ ζηελ Γ΄ Λπθείνπ θαη 
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θηινδνμεί λα ζπλερίζεη ζπνπδέο ζηελ ηξηηνβάζκηα εθπαίδεπζε. Ζ δηαζηαχξσζε φκσο 

δεδνκέλσλ απφ δηάθνξα βαζκνινγηθά θέληξα έδεημε φηη έλα πνζνζηφ πνπ θπκαίλεηαη απφ 60% 

έσο 65% ησλ καζεηψλ (δειαδή πεξίπνπ ηα δχν ηξίηα) έιαβε ζην ζπγθεθξηκέλν ζέκα ιηγφηεξα 

απφ 12 κφξηα, δειαδή θάησ απφ ηε βάζε! Πνπ νθείιεηαη απηή ε κεγάιε απνηπρία; 

Ζ ιεπηνκεξήο κειέηε ησλ ιχζεσλ πνπ έδσζαλ νη καζεηέο έδεημε φηη ε απνηπρία δελ νθείιεηαη 

ζε άγλνηα ησλ κεζφδσλ ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ, αιιά ζηελ αληθαλφηεηα λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ βαζηθέο αιγεβξηθέο γλψζεηο πνπ έρνπλ δηδαρζεί ζηηο πξνεγνχκελεο ηάμεηο. 

Γηα παξάδεηγκα, πξνζπαζψληαο λα ππνινγίζνπλ ηε δεχηεξε παξάγσγν 

 

 

22 2 2 2

2 2 2 4 3
2

2 1 3x2x 2(x 1) 8x (x 1)
f (x) ... ...

(x 1) (x 1) x 1

     
      

   
   (1) 

νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο εθηεινχλ κε νξζφ ηξφπν ηε δηαδηθαζία ηεο πξψηεο θαη δεχηεξεο 

παξαγψγηζεο, αιιά επηδεηθλχνπλ απίζηεπηε άγλνηα ηεο δηαδηθαζίαο «απινπνίεζε ξεηήο 

αιγεβξηθήο παξάζηαζεο» (πνπ δηδάζθεηαη ζην Γπκλάζην) θαη θαηαιήγνπλ, αληί γηα ηελ (1), 

ζηελ 

 

4 2

4
2

6x 4x 2
f (x)

x 1

  
 


. 

Δχινγα ζα παξαηεξνχζε θαλείο φηη απηή ε «παξάιεηςε» δελ ζπληζηά νπζηαζηηθφ πξφβιεκα, 

αθνχ φινη νη καζεηέο είραλ δηδαρζεί δηηεηξάγσλεο θαη πνιπσλπκηθέο εμηζψζεηο ζηελ Α΄ θαη Β΄ 

Λπθείνπ. Αληί φκσο λα αμηνπνηήζνπλ απηέο ηηο βαζηθέο αιγεβξηθέο γλψζεηο, νη πεξηζζφηεξνη 

καζεηέο αθνινχζεζαλ ζην ζεκείν απηφκε ζξεζθεπηηθή επιάβεηα ηε «κεζνδνινγία εηζαγσγήο 

βνεζεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ» πνπ είραλ θαηά θφξνλ δηδαρζεί ζηελ Γ΄ Λπθείνπ: Έζεζαλ καδηθά 

ηνλ αξηζκεηή ίζν κε 
4 2h(x) 6x 4x 2     

θαη άξρηζαλ λα κειεηνχλ κε παξαγψγνπο ηε λέα βνεζεηηθή ζπλάξηεζε! Μάιηζηα νξηζκέλνη 

«ηαιαληνχρνη» νινθιήξσζαλ επηηπρψο απηή ηε «κέζνδν», έγξαςαλ αθφκε θαη ην ζχλνιν 

ηηκψλ ηεο h πνπ δελ είλαη απαξαίηεην γηα ηελ επίιπζε ηεο άζθεζεο. Τν νπζηψδεο φκσο είλαη 

φηη κε ηνλ ηξφπν απηφ δελ βξήθαλ ηηο ξίδεο ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ (δειαδή ηεο 

δηηεηξάγσλεο εμίζσζεο πνπ είλαη ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ 

θακπήο), αιιά απέδεημαλ ηελ χπαξμή ηνπο κε ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano! 

Αληηιακβάλεηαη ινηπφλ ν θαζέλαο πνην ήηαλ ην απνηέιεζκα, φηαλ επηρείξεζαλ λα ζρεδηάζνπλ 

ηε δεηνχκελε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

Απφ ηελ άιιε κεξηά, πνιινί καζεηέο πνπ είραλ ηελ ηερληθή ηθαλφηεηα ηεο απινπνίεζεο 

ππνιφγηζαλ κελ ηε δεχηεξε παξάγσγν ζηε κνξθή (1), αιιά ε κειέηε ηνπ πξνζήκνπ πνπ 

αθνινχζεζε ζπλνδεχηεθε απφ θαηαζηξνθηθά αιγεβξηθά ιάζε ηνπ είδνπο:   

2 2 1 1
1 3x 0 x x

3 3
        (2) 

Τα πξνεγνχκελα παξαδείγκαηα απφ ηε δηφξζσζε ησλ γξαπηψλ ζηα βαζκνινγηθά θέληξα, ηα 

νπνία επαλαιακβάλνληαη ζηελ ίδηα ή ζε παξφκνηα κνξθή θαη ζε κεγάιε έθηαζε θάζε ρξφλν, 

είλαη λνκίδνπκε αξθεηά γηα λα καο νδεγήζνπλ ζε έλα φρη επράξηζην ζπκπέξαζκα: 

Ο εθθπιηζκφο ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζην κνληέιν «αζθεζηνινγία + 

κεζνδνινγία», πνπ νθείιεηαη ζε κεγάιν βαζκφ ζηελ επίδξαζε ησλ ζεκάησλ ησλ 

παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ θαη θαζηζηά ηε κάζεζε ηεο ζεσξίαο δήηεκα απνκλεκφλεπζεο, 

αθαηξεί ηαπηφρξνλα απφ ηνπο πεξηζζφηεξνπο καζεηέο φιεο εθείλεο ηηο ηθαλφηεηεο πνπ είλαη 

πξνυπνζέζεηο γηα ηελ αλάπηπμε καζεκαηηθήο ζθέςεο. Δθηφο απφ άγλνηα βαζηθψλ 

πξναπαηηνχκελσλ γλψζεσλ, ηα παξαδείγκαηα πνπ αλαθέξακε δείρλνπλ φηη νη καζεηέο αγλννχλ 

αθφκε θαη ζηνηρεηψδεηο αξρέο θξηηηθήο ζθέςεο θαη κεηαγλσζηηθνχ ειέγρνπ. Πφζνη άξαγε απφ 
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απηνχο έρνπλ εμνηθεησζεί λα ειέγρνπλ ηελ εγθπξφηεηα ησλ απνηειεζκάησλ πνπ βξίζθνπλ 

(φπσο π.ρ. ηελ πξνεγνχκελε «ιχζε» (2)), ρξεζηκνπνηψληαο κηα απιή αξηζκεηηθή 

αληηθαηάζηαζε ζηελ αξρηθή αληζφηεηα; 

΋ζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ πξνδηθάδνπλ αζθαιψο γηα ηηο επηδφζεηο ησλ καζεηψλ ζε ζέκαηα 

ηα νπνία απαηηνχλ βαζχηεξε ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε ηεο Αλάιπζεο, φπσο είλαη π.ρ. ε 

δηαθνξεηηθή δνκή ηνπ ζπλφινπ ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη ηνπ ζπλφινπ ησλ πξαγκαηηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ. Μηα ηέηνηα πεξίπησζε εκθαλίζηεθε ζην ζέκα Γ ησλ εμεηάζεσλ ηνπ Μαΐνπ 

2016: 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε 
2x 2e x 1 0,   xℝ.       Μνλάδεο 4 

Γ2. Να βξείηε φιεο ηηο ζπλερείο ζπλαξηήζεηο f : ℝℝ, πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε

 
2 2

2 x 2f (x) e x 1     γηα θάζε xℝ, θαη λα αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

Μνλάδεο 8  

Γ3. Αλ 
2x 2f (x) e x 1 0,    xℝ λα απνδεηρζεί φηη ε f είλαη θπξηή. 

Μνλάδεο  4 

Γ4. Αλ f είλαη ε ζπλάξηεζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ3 λα ιπζεί ε εμίζσζε 

   f εκx 3 f εκx f (x 3) f (x)      φηαλ  x[0, +]  Μνλάδεο 9 

 

Τν «ζεκείν αηρκήο» ζε απηφ ην ζέκα είλαη ην εξψηεκα Γ2 (παξαιιαγή κηαο άζθεζεο ηνπ 

ζρνιηθνχ βηβιίνπ), ην νπνίν απαηηεί βαζεηά θαηαλφεζε ηεο δηαθνξεηηθήο θχζεο ησλ ελλνηψλ 

ηνπ αξηζκνχ θαη ηεο ζπλάξηεζεο. Μηα ηέηνηα θαηαλφεζε βεβαίσο είλαη αδχλαην λα επηηεπρζεί 

ζην δηδαθηηθφ πεξηβάιινλ πνπ έρνπκε πεξηγξάςεη κε ηελ εμίζσζε «δηδαζθαιία = 

αζθεζηνινγία + κεζνδνινγία». 

Γηα λα θαηαλνεζεί ε έθηαζε ηνπ δηδαθηηθνχ πξνβιήκαηνο ζα παξνπζηάζνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ 

νπνίν αληηκεηψπηζαλ ην εξψηεκα απηφ νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο. 

Οη καζεηέο μεθηλνχλ κεηαζρεκαηίδνληαο ηε δνζείζα ζρέζε σο εμήο:     

   

   

2 2

2 2

2 2
2 x 2 2 x 2

x 2 x 2

f (x) e x 1 f (x) e x 1 0

f (x) e x 1 f (x) e x 1 0

        

          
   

 

Απφ ηελ ηειεπηαία ηζφηεηα, εθαξκφδνληαο κηα γλσζηή ηδηφηεηα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, 

ζπκπεξαίλνπλ φηη ζα ηζρχεη 

 
2x 2f (x) e x 1 0       ή    

2x 2f (x) e x 1 0     

θαη άξα νη δεηνχκελεο ζπλαξηήζεηο είλαη 
2x 2f (x) e x 1      ή  

2x 2f (x) e x 1     

Δίλαη πξαγκαηηθά δχζθνιν λα εμεγεζεί ην ιάζνο ηεο πξνεγνχκελεο ιχζεο ζε καζεηέο νη 

νπνίνη νπδέπνηε δηδάρζεθαλ ηε ζεκαζία ησλ πνζνδεηθηψλ γηα ηελ νξζή δηαηχπσζε ησλ 

πξνηάζεσλ πνπ αλαθέξνληαη ζε ζπλαξηήζεηο. Οη καζεηέο απηνί δηθαηνινγεκέλα εθπιήζζνληαη 

φηαλ ηνπο εμεγεί θάπνηνο φηη ην πξφβιεκα βξίζθεηαη ζηελ παξάιεηςε ηεο θξάζεο «γηα θάζε 

xℝ» πνπ ζπλνδεχεη ηελ ππφζεζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ2:  

 
2 2

2 x 2f (x) e x 1     γηα θάζε xℝ 

Γξάθνληαο απηή ηε θξάζε ζε θάζε βήκα ηεο πξνεγνχκελεο ιχζεο, ζα έρνπκε 

   
2 2x 2 x 2f (x) e x 1 f (x) e x 1 0          

   
 γηα θάζε xℝ 
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απφ ηελ νπνία «εχινγα» ζπκπεξαίλεη θαλείο φηη 
2x 2f (x) e x 1    γηα θάζε xℝ  ή  

2x 2f (x) e x 1    γηα θάζε xℝ 

Φξεηάδεηαη πξνθαλψο αξθεηή πξνεξγαζία, θαηάιιεια παξαδείγκαηα θαη κεγάιε δηδαθηηθή 

ηθαλφηεηα γηα λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο ην ιεπηφ ζεκείν, ην νπνίν ζηελ εηδηθή νξνινγία ηεο 

καζεκαηηθήο ινγηθήο εθθξάδεηαη κε ηελ πξφηαζε: 

«Ο θαζνιηθφο πνζνδείθηεο δελ επηκεξίδεηαη σο πξνο δηάδεπμε».
6
 

Αθφκε κεγαιχηεξεο δπζθνιίεο ζηε δηαπξαγκάηεπζε ζεκάησλ απηνχ ηνπ είδνπο 

αληηκεησπίδνπλ θπζηθά νη καζεηέο πνπ βξίζθνληαη ππφ ηελ απφιπηε επήξεηα ηεο 

«κεζνδνινγίαο». Μηα ηδηαίηεξε αιιά πνιχ ραξαθηεξηζηηθή πεξίπησζε απνηειεί ε επφκελε 

«ιχζε» ηνπ εξσηήκαηνο Γ2 πνπ έγξαςε έλαο καζεηήο ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο:
7
 

     
2 2 22 2

22 x 2 x 2 x 2f (x) e x 1 f (x) e x 1 f (x) e x 1 .            

Θεσξψ u = x
2
, ηφηε uf (x) e u 1 .    

e
u
– u – 1  0 e

u
u + 1 ηζρχεη. Γηφηη είλαη παγθνζκίσο γλσζηή θαη ε απφδεημή ηεο 

απνδίδεηαη κέζα απφ ηηο γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο, δειαδή  

 

Δπνκέλσο 
2x 2f (x) e x 1    γηα θάζε xℝ. 

Δίλαη πνιχ ραξαθηεξηζηηθφο ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ν ζπγθεθξηκέλνο καζεηήο εθαξκφδεη ηηο 

«κεζνδνινγηθέο ππνδείμεηο» ζρεηηθά κε ηελ απνκάθξπλζε ηνπ ζπκβφινπ ηεο απφιπηεο ηηκήο 

θαη ηε γεσκεηξηθή αηηηνιφγεζε κηαο βαζηθήο αληζφηεηαο πνπ δελ αλήθεη ζηε δηδαθηέα χιε. 

Δηδηθά ζηε γξαθηθή παξάζηαζε είλαη νινθάλεξν φηη επαλαιακβάλεη κε εληειψο κεραληζηηθφ 

ηξφπν, θαη ρσξίο λα θαηαλνεί πεξί ηίλνο πξφθεηηαη, απηά πνπ άθνπγε ή αληέγξαθε απφ ηνλ 

πίλαθα.    

                                                           
6
 Δλλνείηαη φηη κε ηα παξαπάλσ δελ ππνλννχκε κηα ηππηθή δηδαζθαιία ζηνηρείσλ ηεο 

καζεκαηηθήο ινγηθήο ή ηεο δνκήο ηνπ ζπλφινπ ησλ πξαγκαηηθψλ ζπλαξηήζεσλ ζην Λχθεην. 

Τν ζπγθεθξηκέλν δηδαθηηθφ πξφβιεκα δελ ιχλεηαη κε ηελ έληαμε ησλ ζρεηηθψλ ζεσξεηηθψλ 

ελνηήησλ ζηα ζρνιηθά βηβιία (θάηη πνπ δνθηκάζηεθε ρσξίο επηηπρίααξθεηέο θνξέο ζην 

παξειζφλ), αιιά κε ηελ δεκηνπξγία θαηάιιεισλ δξαζηεξηνηήησλ πνπ αλαδεηθλχνπλ ηε 

ζεκαζία νξηζκέλσλ ιεπηψλ ζεκείσλ ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο  γηα ηελ νξζή 

δηαπξαγκάηεπζε ησλ ελλνηψλ ηεο Αλάιπζεο.       
7
Ζ ιχζε παξνπζηάδεηαη φπσο αθξηβψο δφζεθε ζην γξαπηφ δνθίκην ηνπ καζεηή, εθηφο απφ ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ήηαλ έλα βηαζηηθφ ζθαξίθεκα.  

y = e
x
 

y = x + 1 
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΋ια ηα πξνεγνχκελα επηβάινπλ πξνθαλψο κηα αιιαγή ηνπ δηδαθηηθνχ κνληέινπ πνπ έρεη 

επηβιεζεί εδψ θαη ρξφληα ζηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηελ Γ΄ Λπθείνπ, ε 

αλαπνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ νπνίνπ είλαη νθζαικνθαλήο αθφκε θαη κε ηα πην «αγνξαία» 

θξηηήξηα. 

Τν γεγνλφο φηη, ζχκθσλα κε ηα επίζεκα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία ηνπ Υπνπξγείνπ Παηδείαο, ζηηο 

παλειιαδηθέο εμεηάζεηο Μαζεκαηηθψλ Θεηηθνχ Πξνζαλαηνιηζκνχ ππήξμαλ 1285 αξηζηνχρνη 

(δειαδή γξαπηά πνπ αλήθνπλ ζηε βαζκνινγηθή θιάζε [18–20]), ή πνζνζηφ ηεο ηάμεο ηνπ 

6,6%, δελ κπνξεί αζθαιψο λα πξνβάιιεηαη σο «επηηπρία» ηεο δηδαζθαιίαο πνπ πξνεγήζεθε. 

Γπζηπρψο δελ δηαζέηνπκε θάπνηα αλάιπζε ηεο ζρνιηθήο θαη θνηλσληθήο πξνέιεπζεο απηψλ 

ησλ καζεηψλ (ε νπνία ζα είρε πνιχ κεγάιν ελδηαθέξνλ), αιιά ε έιιεηςε ζηνηρείσλ δελ 

αλαηξεί ην επφκελν ζπκπέξαζκα (πνπ κάιινλ απνηειεί ππεξεθηίκεζε ηεο πξαγκαηηθφηεηαο): 

Μφιηο θαη κεηά βίαο αληηζηνηρεί έλαο αξηζηνχρνο καζεηήο αλά δεκφζην Λχθεην παλειιαδηθά! 
8
 

Ζ αιιαγή ηνπ δηδαθηηθνχ κνληέινπ δελ είλαη εχθνιε ππφζεζε, κε δεδνκέλε ηελ απφιπηε 

εμάξηεζε ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηελ Γ΄ Λπθείνπ απφ ηα ζέκαηα ησλ 

παλειιαδηθψλ θαη ηελ αζθεζηνινγία πνπ αλαπηχζζεηαη γχξσ απφ απηά. Αλ φκσο ιάβνπκε 

ππφςε φζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ γηα ηηο επηδφζεηο ησλ καζεηψλ ζην ζέκα Α ηεο ζεσξίαο 

θαη ζηα ζέκαηα Β θαη Γ ησλ εμεηάζεσλ ηνπ 2016, κπνξνχκε λα δψζνπκε έλα βαζηθφ 

πεξίγξακκα ηεο θαηεχζπλζεο πνπ πξέπεη λα έρεη απηή ε αιιαγή. 

Πξνθαλψο απαηηείηαη αξρηθά κηα ξηδηθή αιιαγή ησλ αληηιήςεσλ ζρεηηθά κε ηε δηδαζθαιία ηεο 

ζεσξίαο. Οη απνδείμεηο ησλ ειάρηζησλ ζεσξεηηθψλ πξνηάζεσλ πνπ έρνπλ απνκείλεη ζηελ 

εμεηαζηέα χιε δελ είλαη δπλαηφλ λα δηεθπεξαηψλνληαη σο δεηήκαηα ξνπηίλαο, θαη λα ζεσξείηαη 

απνθιεηζηηθή επζχλε ησλ καζεηψλ ε απνκλεκφλεπζή ηνπο ιίγεο κέξεο πξηλ απφ ηηο εμεηάζεηο. 

Σην ζεσξεηηθφ θνξκφ ηεο Αλάιπζεο ππάξρεη έλα πιήζνο πξνηάζεσλ (πνιιέο απφ ηηο νπνίεο 

πεξηέρνληαλ ζηα ζρνιηθά βηβιία θαη ηελ εμεηαζηέα χιε θαηά ην παξειζφλ), ε κειέηε ησλ 

νπνίσλ κπνξεί λα νδεγήζεη φρη κφλν ζε ζεσξεηηθή εκβάζπλζε, αιιά θαη ζε νπζηαζηηθή 

θαηαλφεζε ηεο κεζνδνινγίαο. 

Πξνηείλνπκε ινηπφλ λα εληαρζνχλ ζπζηεκαηηθά ζηε δηδαζθαιία (πξνζνρή: φρη ζηελ εμεηαζηέα 

χιε!) νη απνδείμεηο ελφο ηθαλνχ αξηζκνχ ζεσξεηηθψλ πξνηάζεσλ ηεο Αλάιπζεο πνπ 

αλαδεηθλχνπλ ηηο βαζηθέο κεζφδνπο απηνχ ηνπ θιάδνπ. Σηηο επφκελεο ελφηεηεο ηεο εξγαζίαο 

ζα αλαπηχμνπκε ην πεξηερφκελν απηήο ηεο πξφηαζεο αλαθέξνληαο ραξαθηεξηζηηθά 

παξαδείγκαηα θαη αμηνπνηψληαο θπξίσο ην πιηθφ ησλ δηδαθηηθψλ βηβιίσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε δηδαζθαιία ηνπ καζήκαηνο ηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο.
9
 

Θεσξνχκε φηη ε επηζήκαλζε ησλ πξνβιεκάησλ θαη ε πξφηαζή καο απνηεινχλ έλα πξψην, 

κηθξφ βήκα γηα ηελ νκαιή έμνδν ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ απφ ην 

«εμεηαζηνθεληξηθφ» αδηέμνδν ζην νπνίν έρεη πεξηέιζεη, αιιά θαη αθνξκή γηα ζπδήηεζε θαη 

πξνβιεκαηηζκφ. Τν πξφβιεκα πνπ αλαδεηθλχνπλ νη εμεηάζεηο απνηειεί ηελ θνξπθή ηνπ 

παγφβνπλνπ, θαη γηα λα κεηνπζησζνχλ φια ηα πξνεγνχκελα ζε θαζεκεξηλέο δηδαθηηθέο 

πξαθηηθέο απαηηνχληαη εμαηξεηηθά θαηαξηηζκέλνη δηδάζθνληεο δειαδή, κε άιια ιφγηα, βαζηέο 

ηνκέο ζηε βαζηθή θαηάξηηζε θαη ηελ επηκφξθσζε φζσλ εκπιέθνληαη ζην επξχ θάζκα ηεο 

καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο.        

2. Πεξηγξαθή ηεο δηδαθηηθήο πξόηαζεο 

Ζ δηδαθηηθή πξφηαζε εζηηάδεη ζηε δηδαζθαιία ζεσξεηηθψλ ελνηήησλ πνπ δελ πεξηέρνληαη 

ζηελ ηξέρνπζα δηδαθηέα θαη εμεηαζηέα χιε, αιιά ε ζπζηεκαηηθή παξνπζίαζε θαη κειέηε ηνπο 

παξέρεη νπζηαζηηθή εκβάζπλζε ζηηο έλλνηεο θαη κεζφδνπο ηεο Αλάιπζεο. Με δεδνκέλν ινηπφλ 

                                                           
8
Ο ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο κπνξεί λα βξεη κηα αλάιπζε ηεο κεηαβνιήο ηνπ πνζνζηνχ ησλ 

αξηζηνχρσλ ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο Μαζεκαηηθψλ Θεηηθήο Καηεχζπλζεο ηεο ηειεπηαίαο 

15εηίαο ζην [2].   
9
Μηα πξψηε παξνπζίαζε ηεο πξφηαζεο έγηλε απφ ηνλ Α. Σπγθειάθε ηνλ Απξίιην ηνπ 2016 

ζηελ 8
ε
 Μαζεκαηηθή Δβδνκάδα (βι. [12]).  
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ην ππάξρνλ πξφγξακκα ζπνπδψλ θαη ζρνιηθφ βηβιίν, νη ελφηεηεο απηέο δελ ζα 

ραξαθηεξηζηνχλ σο πξφζζεηε ζεσξεηηθή χιε, αιιά σο πιηθφ δξαζηεξηνηήησλ πςεινχ 

καζεζηαθνχ επηπέδνπ. Απηφ ην ζηνηρείν δηεπθνιχλεη ηνλ πξνγξακκαηηζκφ ηεο δηδαζθαιίαο, 

επεηδή δελ είλαη αλαγθαίν λα δηδαρζνχλ κε ηε ινγηθή ζεηξά πνπ ζα εκθαλίδνληαλ ζε κηα 

ζπζηεκαηηθή παξνπζίαζε ηεο Αλάιπζεο αιιά λα εληαρζνχλ, γηα παξάδεηγκα, ζε κηα ζεηξά 

επαλαιεπηηθψλ καζεκάησλ κεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο χιεο. 

Βαζηθνί ζηφρνη απηψλ ησλ δξαζηεξηνηήησλ είλαη λα εμνηθεησζνχλ νη καζεηέο κε ηε ρξήζε 

απνδεηθηηθψλ κεζφδσλ θαη ηερληθψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ Αλάιπζε, θαη λα εθηηκήζνπλ 

ηε ζεκαζία ησλ δηάθνξσλ ηερλαζκάησλ φρη κφλν ζηελ επίιπζε επηηεδεπκέλσλ θαη αζχλδεησλ 

αζθήζεσλ, αιιά κέζα απφ ηελ εθαξκνγή ηνπο ζηηο απνδείμεηο γεληθψλ πξνηάζεσλ. Δμάιινπ 

ηα πεξηζζφηεξα απφ ηα ηερλάζκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη, κε «ηαρπδαθηπινπξγηθφ» ζπλήζσο 

ηξφπν, ζε ζχλζεηεο αζθήζεηο πξνέξρνληαη απφ ηηο απνδείμεηο πξνηάζεσλ ηεο ζεσξίαο. 

Σηελ επηινγή ηνπ πιηθνχ αθνινπζήζακε νξηζκέλα θξηηήξηα, ηα νπνία ιακβάλνπλ ζνβαξά 

ππφςε ην δεδνκέλν πξφγξακκα ζπνπδψλ θαη βηβιίν αιιά θαη ηελ αλάγθε άκεζεο 

αληηκεηψπηζεο ησλ δηδαθηηθψλ πξνβιεκάησλ πνπ επηζεκάλζεθαλ ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα. 

Δπεηδή, γηα παξάδεηγκα, ζην επίπεδν ηνπ Λπθείνπ δελ είλαη δπλαηφλ λα απνδεηρζνχλ κε 

απζηεξφηεηα φιεο νη ζεσξεηηθέο πξνηάζεηο ηεο Αλάιπζεο, ε δηδαζθαιία θαηαθεχγεη πνιχ 

ζπρλά (θαη νξζά!) ζηε γεσκεηξηθή επνπηεία. Απηή ε πξαθηηθή φκσο εμειίζζεηαη βαζκηαία ζε 

εκπφδην γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο ζθνπηκφηεηαο ησλ εηδηθψλ απνδεηθηηθψλ κεζφδσλ θαη 

αιγεβξηθψλ εξγαιείσλ (π.ρ. απαγσγή ζε άηνπν, αληζφηεηεο θ.α.) πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ 

Αλάιπζε. Δπνκέλσο παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ ε επηινγή νξηζκέλσλ πξνηάζεσλ πνπ έρνπλ 

ηζρπξή γεσκεηξηθή πξνθάλεηα, γηα λα δείμνπκε αθξηβψο ηε ζεκειηψδε δηαθνξά κεηαμχ 

γεσκεηξηθήο εξκελείαο θαη καζεκαηηθήο απφδεημεο θαη ηελ αλαγθαηφηεηα ησλ εηδηθψλ 

ηερληθψλ πνπ απαηηεί ε ηειεπηαία.  

Έλα άιιν παξάδεηγκα απνηεινχλ νη απνδείμεηο πξνηάζεσλ νη νπνίεο αθαηξνχληαη απφ ηε 

δηδαθηέα/εμεηαζηέα χιε γηα ιφγνπο πνπ δελ έρνπλ θακηά ζρέζε κε ηε καζεκαηηθή θαη 

δηδαθηηθή ηνπο αμία. Δηδηθέο πεξηπηψζεηο απηψλ ησλ πξνηάζεσλ πνπ έρνπλ ηζρπξή γεσκεηξηθή 

πξνθάλεηα κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο ιήκκαηα γηα λα απνδεηρζνχλ κε απζηεξφηεηα νη 

γεληθφηεξεο θαη ιηγφηεξν πξνθαλείο εθδνρέο ηνπο. 

Γηα λα απνζαθεληζηνχλ φια ηα παξαπάλσ ζα πεξηγξάςνπκε αλαιπηηθά νξηζκέλα 

ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα.  

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1 

Γηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη αληηζηξέςηκε, ηφηε νη εμηζψζεηο 
1y f (x)  θαη  x f (y)   

παξηζηάλνληαη ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν xOy απφ ηελ ίδηα θακπχιε, γεγνλφο πνπ θαζηζηά 

πξνθαλέο απφ γεσκεηξηθή άπνςε φηη νξηζκέλεο ηδηφηεηεο ηεο f φπσο ε κνλνηνλία θαη ε 

ζπλέρεηα «κεηαβηβάδνληαη» ζηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 
1f .

 Απηή ε παξαηήξεζε
10

 απνηειεί 

εμαηξεηηθή αθεηεξία εηζαγσγήο ζε έλα ηδηαίηεξν ζηνηρείν πνπ ραξαθηεξίδεη ηηο απζηεξέο, 

«αξηζκεηηθνπνηεκέλεο» απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ ηεο Αλάιπζεο. Γειαδή, νη απνδείμεηο 

ηδηνηήησλ πνπ είλαη γεσκεηξηθά πξνθαλείο απαηηνχλ εμεηδηθεπκέλα ινγηθά θαη αιγεβξηθά 

εξγαιεία. Ζ απφδεημε ηεο επφκελεο πξφηαζεο απνηειεί έλα ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα.  

Μνλνηνλία αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο 

Πξόηαζε: Ζ αληίζηξνθε κηαο γλεζίσο κνλφηνλεο ζπλάξηεζεο είλαη γλεζίσο κνλφηνλε κε ην 

ίδην είδνο κνλνηνλίαο. 

Απόδεημε (κε απαγσγή ζε άηνπν) 

                                                           
10

 Ζ νπνία αμηνπνηείηαη δηδαθηηθά ζε πνιιά θιαζηθά εγρεηξίδηα Αλάιπζεο, φπσο π.ρ. ζην [13] 

ζ.135 θαη ζην [14] ζ.229.  
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Γλσξίδνπκε φηη αλ κηα ζπλάξηεζε f : A R  είλαη γλεζίσο κνλφηνλε ζην Α, ηφηε νξίδεηαη ε 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 1f : f (A) A  . Υπνζέηνπκε φηη ε  f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην Α, 

δειαδή γηα θάζε 
1 2x ,x A  ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή 

1 2 1 2x x f (x ) f (x )    

Θα απνδείμνπκε φηη ε 1f   είλαη επίζεο γλεζίσο αχμνπζα ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο f(A), δειαδή 

γηα θάζε 
1 2y , y f (A)   ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή: 

1 1

1 2 1 2y y f (y ) f (y )     (1) 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε (1) δελ αιεζεχεη. Απηφ ζεκαίλεη φηη ππάξρνπλ 
1 2y , y f (A)  ηέηνηα, 

ψζηε λα ηζρχεη: 1 1

1 2 1 2y y f (y ) f (y )    . 

Δπεηδή 1 1

1 2f (y ),f (y ) A    θαη ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα, ζα ηζρχεη: 

   1 1 1 1

2 1 2 1 2 1f (y ) f (y ) f f (y ) f f (y ) y y         

Απηφ φκσο είλαη άηνπν επεηδή 
1 2y y .  Άξα ε (1) αιεζεχεη πάληνηε θαη επνκέλσο ε 

ζπλάξηεζε 1f   είλαη γλεζίσο αχμνπζα. (΋κνηα εξγαδφκαζηε ζηελ πεξίπησζε ηεο γλεζίσο 

θζίλνπζαο ζπλάξηεζεο.)
11

 

Μεηά απφ ηε δηδαζθαιία κηαο ζεσξεηηθήο πξφηαζεο είλαη ζθφπηκν βέβαηα λα αθνινπζήζνπλ 

εθαξκνγέο θαη γηα ην ζθνπφ απηφ κπνξνχλ λα αμηνπνηεζνχλ νξηζκέλα ελδηαθέξνληα ζέκαηα 

απφ ηε κεγάιε «δεμακελή» ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ πξνεγνπκέλσλ εηψλ. 

Δθαξκνγή 

Δπαλαιεπηηθέο Δμεηάζεηο Θεηηθήο & Τερλνινγηθήο Καηεχζπλζεο 2005 

ΘΔΜΑ 3
ν
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην ℝ κε f (x) 0   γηα θάζε xℝ. 

α. Να δείμεηε φηη ε f είλαη ―1–1‖.     Μνλάδεο 7  

Γηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο 

Τν βαζηθφ ιάζνο πνπ θάλνπλ νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ζην ζπγθεθξηκέλν ζέκα είλαη φηη 

κεηαθέξνπλ απζαίξεηα ην «λφκν ηεο ηξηρνηνκίαο» ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ ζηε ζπλάξηεζε 

f  : Ηζρπξίδνληαη δειαδή φηη επεηδή ηζρχεη f (x) 0   γηα θάζε xℝ, ζα είλαη f (x) 0   γηα 

θάζε xℝ ή f (x) 0   θάζε xℝ, νπφηε ε ζπλάξηεζε ζα είλαη γλεζίσο κνλφηνλε θαη άξα 

ζπλάξηεζε ―1–1‖. Οπζηαζηηθά ρξεζηκνπνηνχλ ηε «κεζνδνινγία» ηεο δηαηήξεζεο ηνπ 

πξνζήκνπ κηαο ζπλερνχο ζπλάξηεζεο ζε έλα δηάζηεκα ζην νπνίν δελ κεδελίδεηαη θαζψο θαη 

ηε ζρέζε παξαγψγνπ-κνλνηνλίαο, παξαιείπνληαο βέβαηα θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ηελ 

νπζηψδε πξνυπφζεζε ηεο ζπλέρεηαο ε νπνία δελ ηζρχεη απαξαίηεηα γηα ηελ f .
12

 

Έλαο έκκεζνο ηξφπνο απφδεημεο εδψ είλαη ε εθαξκνγή ηεο απαγσγήο ζε άηνπν (αθξηβέζηεξα, 

ε απφδεημε ηεο αληηζεηναληίζηξνθεο πξφηαζεο): 

Απόδεημε (κε απαγσγή ζε άηνπν) 

                                                           
11

 Υπελζπκίδνπκε φηη ε πξνεγνχκελε πξφηαζε θαη ε απφδεημε ηεο ππήξραλ ζε φια ηα 

πξνεγνχκελα ζρνιηθά βηβιία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε δηδαζθαιία ηεο Αλάιπζεο ζηελ Γ΄ 

Λπθείνπ. Βι. ζπγθεθξηκέλα [15] ζ.30, [16] ζ.32 θαη [17] ζ.40.   
12

 Δίλαη βέβαηα γλσζηφ φηη αλ ηζρχεη f (x) 0  γηα θάζε xℝ (ην ℝ κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί 

κε νπνηνδήπνηε δηάζηεκα Γ αλνηθηφ ή θιεηζηφ), ηφηε ε ζπλάξηεζε fζα είλαη πξάγκαηη γλεζίσο 

κνλφηνλε, αιιά απηφ απνηειεί έλα πφξηζκα ηνπ ζεσξήκαηνο ελδηακέζσλ ηηκψλ γηα ηελ 

παξάγσγν ζπλάξηεζε (ζεψξεκα Darboux) ην νπνίνδελ ππάξρεη ζηε ζρνιηθή χιε (αλ θαη ε 

απφδεημή ηνπ είλαη θαηαλνεηή απφ έλα καζεηή Λπθείνπ). 
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Υπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε f δελ είλαη ―1–1‖. Τφηε ζα ππάξρνπλ δχν ηνπιάρηζηνλ 

πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β κε α < β, ηέηνηνη ψζηε λα ηζρχεη f(α) = f(β). Δπεηδή ε ζπλάξηεζε f 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην ℝ, άξα θαη ζπλερήο ζε απηφ, ζπκπεξαίλνπκε φηη ζην δηάζηεκα [α, β] 

ηζρχνπλ γηα ηελ f νη πξνυπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle. Άξα ππάξρεη αξηζκφο μ(α, β) κε 

f (μ) 0  , πνπ είλαη άηνπν.
13

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2 

Γηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο 

Δίλαη γλσζηφ φηη ζηελ Γ΄ Λπθείνπ νη καζεηέο αζθνχληαη εληαηηθά ζηνλ ππνινγηζκφ νξίσλ 

πνιχπινθσλ ζπλαξηήζεσλ, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρεηηθέο ηδηφηεηεο θαη έλα κεγάιν αξηζκφ 

ηερλαζκάησλ πνπ ε δηδαζθαιία έρεη αλαγάγεη ζε «κεζνδνινγία». ΋ινη φκσο απηή ε εμάζθεζε 

ζπλνδεχεηαη απφ κηα αζαθή γεσκεηξηθή αληίιεςε γηα ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ, πιήξε άγλνηα ηνπ 

ηξφπνπ απφδεημεο ησλ ζρεηηθψλ πξνηάζεσλ, ελδερνκέλσο θαη απφ κεγάιε ζχγρπζε γηα ηηο 

αθξηβείο πξνυπνζέζεηο θάησ απφ ηηο νπνίεο ηζρχνπλ νξηζκέλεο απφ απηέο (π.ρ. ν θαλφλαο del‘ 

Hospital). Θεσξνχκε φηη είλαη απνιχησο ιαλζαζκέλν δηδαθηηθά λα εμαληιείηαη ε εθηεηακέλε 

δηδαζθαιία ησλ ελνηήησλ πνπ αλαθέξνληαη ζηα φξηα (35 ζειίδεο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ) ζε 

αιγνξηζκηθέο θαη ππνινγηζηηθέο ηερληθέο επίιπζεο αζθήζεσλ, ρσξίο λα επηρεηξείηαη  θάπνηα 

παξάιιειε εκβάζπλζε ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Μηα ελδηαθέξνπζα ζρεηηθή 

δξαζηεξηφηεηα πξνο απηή ηελ θαηεχζπλζε κπνξεί λα είλαη ε απφδεημε ηνπ «θξηηεξίνπ 

παξεκβνιήο», κε αθεηεξία ηελ αθφινπζε εηδηθή πεξίπησζε: 

Μηα πξόηαζε – εηδηθή πεξίπησζε ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο 

Αλ f θαη g είλαη δχν ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη θνληά ζην ζεκείν x
o
ℝ ηφηε ηζρχεη ε 

ζπλεπαγσγή: 

o

o

x x
x x

g(x) f (x) g(x)
lim f (x) 0

lim g(x) 0 


   
 



 (1) 

Ζ πξφηαζε απηή κπνξεί λα αηηηνινγεζεί γεσκεηξηθά κε έλα ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, φπσο 

π.ρ. ε ζπλάξηεζε 
2 1

f (x) x ζπλ
x

 . 

Με ηε βνήζεηα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο πνπ αθνινπζεί κπνξνχκε λα εμεγήζνπκε αξθεηά 

ηθαλνπνηεηηθά ζηνπο καζεηέο  φηη ηζρχεη 
2 2

x 0
x f (x) x   θαη  limf (x) 0


   

14
 

 

                                                           
13

 Σηελ απφδεημε απηή, εθηφο απφ ηε κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε άηνπν, γίλεηαη επίζεο πνιχ 

νπζηαζηηθή αμηνπνίεζε ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle, ελφο απφ ηα ιεγφκελα «ππαξμηαθά» ζεσξήκαηα 

ηεο Αλάιπζεο πνπ ε αιφγηζηε αζθεζηνινγία έρεη κεηαιιάμεη ζε «γελλήηξηεο» πηζαλψλ 

ζεκάησλ. Μηα δηαθνξεηηθή απφδεημε ρσξίο ρξήζε ηεο απαγσγήο ζε άηνπν ζα δψζνπκε ζην 

Παξάδεηγκα 4. 
14

Ζ ζεσξεηηθή απφδεημε ηεο (1) δελ είλαη δχζθνιε αιιά απαηηεί ηνλ εςηινληηθφ νξηζκφ ηνπ 

νξίνπ πνπ δελ κπνξεί λα δηδαρζεί απνηειεζκαηηθά ζηε δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε. 
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Οη ζπλαξηήζεηο 2 1
f (x) x ζπλ

x
 , g(x) = x

2
 θαη –g(x) = – x

2
 

Φξεζηκνπνηψληαο ηψξα ηελ (1) σο ιήκκα, κπνξνχκε λα απνδείμνπκε απζηεξά ην θξηηήξην 

παξεκβνιήο κε ηξφπν πνπ αλαδεηθλχεη ηε κεζνδνινγηθή ζεκαζία ησλ αιγεβξηθψλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ θαη ηεο δεκηνπξγίαο βνεζεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Ζ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία 

δελ ιεηηνπξγεί εδψ κφλν σο κέζν επηβεβαίσζεο ηεο αιήζεηαο κηαο πξφηαζεο, αιιά έρεη 

πνιιαπιέο δηδαθηηθέο ιεηηνπξγίεο ηηο νπνίεο έρνπλ αλαδείμεη πνιιέο πξφζθαηεο έξεπλεο ηεο 

Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Σην πιαίζην ηεο πξφηαζεο, νη ιεηηνπξγίεο απηέο κπνξνχλ λα 

αμηνπνηεζνχλ γηα ηελ αλαηξνπή ηεο αληίιεςεο πνπ θαιιηεξγεί ε θαζηεξσκέλε δηδαζθαιία φηη 

νη απνδείμεηο ησλ ζεσξεηηθψλ πξνηάζεσλ δελ είλαη παξά κφλν πηζαλά ζέκαηα πξνο 

απνκλεκφλεπζε. 

Απόδεημε ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο 

o

o o

x x
x x x x

h(x) f (x) g(x)
lim f (x)

lim h(x) lim g(x) 
 

  
  



l
l

 

Απφ ηε δνζείζα αληζνηηθή ζρέζε πξνθχπηεη φηη  

0 f (x) h(x) g(x) h(x)     

θαη άξα ηζρχεη:    g(x) h(x) f (x) h(x) g(x) h(x)       

Δπίζεο ηζρχεη:   
o o ox x x x x x

lim g(x) h(x) lim g(x) lim h(x) 0
  

    . 

Αλ ινηπφλ ζέζνπκε θ(x) = f(x) – h(x) θαη ζ(x) = g(x) – h(x), ηφηε γηα ηηο ζπλαξηήζεηο θ θαη ζ 

ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ ιήκκαηνο (1) νπφηε ζα είλαη 

 
o ox x x x

lim θ(x) lim f (x) h(x) 0
 

    

Άξα ζα έρνπκε   
o ox x x x

lim f (x) lim f (x) h(x) h(x) 0
 

    = +l = l  

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 3 

Γηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο 

Ζ κεζνδνινγηθή αμία ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο γίλεηαη ηδηαίηεξε θαλεξή φηαλ δεηείηαη ν 

ππνινγηζκφο ηνπ νξίνπ κηαο ζπλάξηεζεο ρσξίο λα δίλεηαη ν ηχπνο ηεο, αιιά απφ ηα ππφινηπα 

δεδνκέλα είλαη δπλαηφο ν πξνζδηνξηζκφο ηεο ζρεηηθήο δηπιήο αληζφηεηαο. Δίλαη γλσζηφ φηη ε 

δηδαζθαιία ηνπ αιγεβξηθνχ ινγηζκνχ ζηηο πξνεγνχκελεο ηάμεηο δελ έρεη σο πξνηεξαηφηεηα ηελ 

απφδεημε αληζνηήησλ, κε απνηέιεζκα νη καζεηέο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ λα αληηκεησπίδνπλ 

ηδηαίηεξεο δπζθνιίεο ζην ζπγθεθξηκέλν δήηεκα, πφζν κάιινλ φηαλ ε θαηάιιειε δηπιή 

αληζφηεηα γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο πξέπεη λα δεκηνπξγεζεί απφ ηνπο 

ίδηνπο. ΋ια απηά ζπλεγνξνχλ γηα ηε κεγάιε αλαγθαηφηεηα δξαζηεξηνηήησλ πνπ αλαδεηθλχνπλ 

ζπζηεκαηηθά ηα δηαδνρηθά ζηάδηα απηήο ηεο δηαδηθαζίαο. 

Έλα εμαηξεηηθφ παξάδεηγκα πνπ ζα κπνξνχζε λα απνηειέζεη ηνλ θνξκφ κηαο ηέηνηαο 

δξαζηεξηφηεηαο απνηειεί ε πξφηαζε πνπ αλαθέξεηαη ηελ παξάγσγν ηεο ινγαξηζκηθήο 

ζπλάξηεζεο. Ζ απφδεημε απηήο ηεο πξφηαζεο, γηα ιφγνπο δηδαθηηθά αλεμήγεηνπο, 

παξαιείπεηαη απφ ην ζρνιηθφ βηβιίν. 

H παξάγσγνο ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο f(x) = lnx 

1
(ln x) ,  x 0

x
    

Μηα ζθηαγξάθεζε ηεο απόδεημεο 

Με αθεηεξία ηνλ νξηζκφ ηεο παξαγψγνπ ηζρχεη φηη: 
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o o o

o o o

o
x x x x x x u 1

o o o

o

o

x
ln

f (x) f (x ) ln x ln x x 1 ln u
f (x ) lim lim lim lim

x x x x x u 1x
x 1

x

   

 
     

   
 

 

Έηζη 

αλαδεηθλχεηαη αξρηθά ε ζεκαζία ηνπ ππνινγηζκνχ ηνπ νξίνπ  
x 1

ln x
lim 1

x 1



. 

Δπεηδή ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη αλεθάξκνζηνη νη ζπλήζεηο αιγεβξηθνί 

κεηαζρεκαηηζκνί θαη νη αληίζηνηρεο ηδηφηεηεο ησλ νξίσλ, ζα αμηνπνηήζνπκε ην θξηηήξην 

παξεκβνιήο θαηαζθεπάδνληαο ηηο ζρεηηθέο αληζφηεηεο. 

Γηα ην ζθνπφ απηφ ππάξρνπλ δηάθνξεο επηινγέο, ε πην γλσζηή απφ ηηο νπνίεο ρξεζηκνπνηεί σο 

αθεηεξία ηελ αληζφηεηα xe x 1,  x  R . (1) 

Απφ ηελ (1) απνδεηθλχεηαη εχθνια ε αληζφηεηα ln x x 1,  x 0    (2) 

θαη απφ ηε (2), κε δηάθξηζε πεξηπηψζεσλ, νη αληζφηεηεο 

1 ln x
1,   x (1, )

x x 1
   


  θαη  

ln x 1
1 ,   x (0,1)

x 1 x
  


 

πνπ γξάθνληαη ηζνδχλακα: 

1
1 ln x x 1,   x (1, )

x
       θαη 

1
x 1 ln x 1 ,   x (0,1)

x
     15

 

Σην πιαίζην απηήο ηεο δξαζηεξηφηεηαο ε αληζφηεηα (1) ρξεζηκνπνηείηαη σο ιήκκα θαη κπνξεί 

λα αηηηνινγεζεί γεσκεηξηθά κε ρξήζε ησλ αληίζηνηρσλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ: 
16

 

 

Γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο αληζφηεηαο 
xe x 1,  x  R  

Δθαξκνγή 

Δπαλαιεπηηθέο Δμεηάζεηο Θεηηθήο & Τερλνινγηθήο Καηεχζπλζεο 2006 

ΘΔΜΑ 4
ν
 

β. Να ππνινγίζεηε ην 
x

1
lim x ln 1

x

 
 

 
           Μνλάδεο 5 

                                                           
15

Γηα ηηο ιεπηνκέξεηεο βι. π.ρ. ζηα παιαηφηεξα ζρνιηθά βηβιία [15] ζ.111 ή [16] ζ.149. 
16

 Τν παξάδεηγκα απηφ πξνζθέξεηαη επίζεο γηα λα επηζεκαλζεί ε ζεκειηψδεο δηαθνξά 

αλάκεζα ζηε γεσκεηξηθή αηηηνιφγεζε ηεο αληζφηεηαο (1), ε νπνία έρεη θπξίσο επξεηηθφ 

ραξαθηήξα, θαη ζηελ απζηεξή απφδεημε ησλ ινγαξηζκηθψλ αληζνηήησλ κε αιγεβξηθνχο 

κεηαζρεκαηηζκνχο πνπ ζηεξίδνληαη απνθιεηζηηθά ζηηο ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο ηνπ ℝ.Δίλαη 

γλσζηή ε κεγάιε δπζθνιία πνπ αληηκεησπίδνπλ νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ζηελ απφδεημε 

αληζνηήησλ, πφζν δε κάιινλ φηαλ απηέο δελ είλαη γλσζηέο αιιά πξέπεη λα επηλνεζνχλ.       
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Ο θιαζηθφο ππνινγηζκφο απηνχ ηνπ νξίνπ αθνινπζεί ηελ «πεπαηεκέλε», δειαδή ηε ρξήζε ηνπ 

θαλφλα del‘Hospital κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ 

x x

1
ln 1

1 x
lim x ln 1 lim

1x

x

 

 
 

   
  

 
. 

Σην πιαίζην φκσο ηεο πξνεγνχκελεο δξαζηεξηφηεηαο, πνπ είρε σο αληηθείκελν ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηεο παξαγψγνπ ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο, αμίδεη λα αλαθεξζεί θαη έλαο 

άιινο ηξφπνο ππνινγηζκνχ ν νπνίνο ζηεξίδεηαη ζηνλ αθφινπζν κεηαζρεκαηηζκφ: 

x x u 1

1
ln 1 ln1

1 ln u ln1x
lim x ln 1 lim lim

1x u 1
1 1

x

  

 
  

   
   

  
  

 

. 

΋πσο βιέπνπκε, κε ηνλ ηξφπν απηφ ην δεηνχκελν φξην αλάγεηαη απ‘ επζείαο ζηελ ηηκή ηεο 

παξαγψγνπ ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο f(u) = lnu ζην ζεκείν 1 θαη άξα ηζνχηαη κε 

f (1) 1  . 

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 4 

Γηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο 

Ωο ηέηαξην θαη ηειεπηαίν παξάδεηγκα ηεο δηδαθηηθήο πξφηαζεο ζα αλαπηχμνπκε έλα πιάλν 

παξνπζίαζεο ησλ «ππαξμηαθψλ» ζεσξεκάησλ ηεο Αλάιπζεο πνπ πεξηέρνληαη ζηα ζρνιηθά 

βηβιία. Μέζα ζην θαζηεξσκέλν πιαίζην δηδαζθαιίαο πνπ εμαληιείηαη ζηελ «αζθεζηνινγία» 

θαη «κεζνδνινγία», ηα ζπνπδαία απηά ζεσξήκαηα δελ ιεηηνπξγνχλ γηα ην ζθνπφ γηα ηνλ νπνίν 

επηλνήζεθαλ, δειαδή σο αθξνγσληαίνη ζπλδεηηθνί ιίζνη ζην ζεσξεηηθφ νηθνδφκεκα ηεο 

Αλάιπζεο.
17

 Αληίζεηα, εθθπιίδνληαη ζε «γελλήηξηεο» αζθήζεσλ πνπ επηρεηξνχλ λα 

ζπλδπάζνπλ ηα πην εηεξφθιηηα ζηνηρεία ηεο ζρνιηθήο χιεο νδεγψληαο ζπλήζσο ζε 

«ηεξαηνγελέζεηο». Σε απηήλ αθξηβψο ηελ θαηεγνξία αλήθνπλ πνιιά απφ ηα ζέκαηα ησλ 

παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ηεο ηειεπηαίαο 15εηίαο, ηα νπνία βέβαηα ιεηηνχξγεζαλ ζηε ζπλέρεηα 

σο πξφηππα κηαο αλεμέιεγθηεο ππεξπαξαγσγήο παξφκνησλ αζθήζεσλ πνπ θαιχπηνπλ ηφκνπο 

«βνεζεκάησλ».    

Γηα λα δνζεί επνκέλσο ζηνπο καζεηέο κηα ηδέα ηνπ πξαγκαηηθνχ ξφινπ απηψλ ησλ 

«ππαξμηαθψλ» ζεσξεκάησλ, ζα πξέπεη λα ελζσκαησζνχλ ζηε δηδαζθαιία δξαζηεξηφηεηεο πνπ 

αλαδεηθλχνπλ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν νηθνδνκείηαη ζεσξεηηθά ε Αλάιπζε. Απηφ κπνξεί λα 

γίλεη παξαζέηνληαο κηα ζεσξεηηθή αιπζίδα νξηζκψλ θαη πξνηάζεσλ πνπ ε κία έπεηαη ινγηθά 

απφ ηελ άιιε, φπσο είλαη π.ρ. ε εμήο:  

Οξηζκφο παξαγψγνπ  

Οξηζκφο ηνπηθψλ αθξνηάησλ  

Θεψξεκα Fermat 

Θεψξεκα Rolle 

Θεψξεκα Μέζεο Τηκήο  

Κξηηήξην ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο  

Οξηζκφο παξάγνπζαο  

Φαξαθηεξηζκφο ησλ παξαγνπζψλ κηαο ζπλάξηεζεο.
18

 

                                                           
17

Έλα ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ηεο ηζηνξηθήο  εμέιημεο ησλ ππαξμηαθψλ ζεσξεκάησλ 

πεξηγξάθεηαη ζην [18], ζζ.89–95.  
18

Με ηε ζπγθεθξηκέλε ινγηθή ζεηξά (ε νπνία είλαη δηαθνξεηηθή απφ εθείλε ηνπ ζρνιηθνχ 

βηβιίνπ)κπνξνχλ λα απνδεηρζνχλ φια ηα αλαθεξφκελα ζεσξήκαηα. Οη απνδείμεηο ππάξρνπλ ζε 
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Αλαιχνληαο ηε ινγηθή αιιεινπρία ησλ πξνηάζεσλ θαζψο θαη ηηο ηερληθέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζηηο αληίζηνηρεο απνδείμεηο, νη καζεηέο εκβαζχλνπλ ζηε ζεσξεηηθή δνκή 

ηεο Αλάιπζεο θαη αλαγλσξίδνπλ φηη ε αλάπηπμή ηεο κπνξεί λα γίλεη κε πνιινχο 

δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο. Με ηνλ ηξφπν απηφ επίζεο εληζρχεηαη ε ηθαλφηεηα ειέγρνπ κηαο 

απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο θαη ε απνθπγή «θπθιηθψλ ζπιινγηζκψλ», έλα θαηλφκελν πνπ 

παξνπζηάδεηαη κε κεγάιε ζπρλφηεηα ζηα γξαπηά ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ. 

Γηα ηελ πιεξφηεηα ηεο πξφηαζεο θαη επεηδή δελ ππάξρνπλ ζην ελ ρξήζεη ζρνιηθφ βηβιίν, 

αλαθέξνπκε ηηο απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ ηνπ Rolle θαη ηεο Μέζεο Τηκήο κέζα ζηε 

ζπγθεθξηκέλε ζεσξεηηθή αιπζίδα.    

Θεώξεκα ηνπ Rolle 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη: 

● ζπλερήο ζην θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β] 

● παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηφ δηάζηεκα (α, β) 

● f(α) = f(β) 

ηφηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ζεκείν μ  (α, β) ηέηνην, ψζηε: f (μ) 0   

Απόδεημε 

● Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή ζην [α, β], ηφηε f (μ) 0   γηα θάζε μ  [α, β].     

● Αλ ε f δελ είλαη ζηαζεξή ηφηε, επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β], ζα ππάξρνπλ ζχκθσλα κε 

ην ζεψξεκα κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο ζεκεία  x
ε
, x

κ
 [α, β] ηέηνηα, ψζηε γηα θάζε x [α, 

β] λα ηζρχεη  f(x
ε
) f(x) f(x

κ
) κε f(x

ε
) f(x

κ
). 

Τα ζεκεία x
ε
, x

κ
 δελ κπνξεί λα είλαη ηα δχν άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β], δηφηη αλ π.ρ. είλαη x

ε
 

= α θαη x
κ
 = β, ηφηε ζα ηζρχεη f(α) = f(x

ε
) <f(x

κ
) = f(β) πνπ είλαη άηνπν επεηδή απφ ππφζεζε 

ηζρχεη f(α) = f(β).  

Δπνκέλσο έλα ηνπιάρηζηνλ απφ απηά είλαη εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο, έζησ ην x
ε
. 

Δπεηδή ε f παξνπζηάδεη αθξφηαην ζην x
ε
 (α, β), ζα ηζρχεη ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ 

Fermat  εf x 0  , δειαδή ην x
ε
  είλαη ην δεηνχκελν ζεκείν μ. 

 

Θεώξεκα ηεο Μέζεο Σηκήο 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη: 

● ζπλερήο ζην θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β] 

● παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηφ δηάζηεκα (α, β) 

ηφηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ζεκείν μ  (α, β) ηέηνην, ψζηε:  

f (β) f (α)
f (μ)

β α


 


 

Απόδεημε 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε 
f (β) f (α)

g(x) f (x) (x α)
β α


  


 γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ ηα εμήο: 

● Δίλαη ζπλερήο ζην [α, β], 

● Παξαγσγίζηκε ζην (α, β) κε 
f (β) f (α)

g (x) f (x)
β α


  


 (1) 

● Ηζρχεη g(α) = f(α) = g(β) . 

                                                                                                                                                         

δηάθνξα βηβιία Αλάιπζεο, ελψ κηα ελδηαθέξνπζα παξνπζίαζε ζηελ νπνία ηνλίδνληαη ηα 

δηδαθηηθά πιενλεθηήκαηα απηήο ηεο δηάηαμεο γίλεηαη ζην [19]. 
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Δπνκέλσο, ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Rolle ππάξρεη μ  (α, β) ηέηνην, ψζηε g (μ) 0  , 

νπφηε απφ ηελ (1) πξνθχπηεη φηη 

f (β) f (α) f (β) f (α)
f (μ) 0 f (μ)

β α β α

 
    

 
 

Ζ δηδαθηηθή αμία απηψλ ησλ απνδείμεσλ δελ βξίζθεηαη ηφζν ζην γεγνλφο φηη «πείζνπλ» ηνπο 

καζεηέο γηα ηελ αιήζεηα ησλ αληίζηνηρσλ πξνηάζεσλ (απηφ ζα κπνξνχζε λα γίλεη πνιχ πην 

εχθνια θαη πεηζηηθά κέζσ ηεο γεσκεηξηθήο εξκελείαο ηνπο) αιιά ζηα νπζηαζηηθά 

κεζνδνινγηθά κελχκαηα ηα νπνία κεηαθέξνπλ. Ζ πξφθιεζε γηα ηε δηδαζθαιία είλαη λα 

αλαδείμεη π.ρ. ηε ρξήζε ηεο απαγσγήο ζε άηνπν κε ηελ νπνία ην ζπκπέξαζκα ηνπ ζεσξήκαηνο 

κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο ζπλδέεηαη κε ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Fermat, ή ην 

«θηίζηκν» κηαο βνεζεηηθήο ζπλάξηεζεο ε νπνία ζπλδέεη ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle 

κε ην ζπκπέξαζκα ηνπ ζεσξήκαηνο Μέζεο Τηκήο.          

 

Δθαξκνγή 1 

Δπαλαιεπηηθέο Δμεηάζεηο Θεηηθήο & Τερλνινγηθήο Καηεχζπλζεο 2005 

ΘΔΜΑ 3
ν
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην ℝ κε f (x) 0   γηα θάζε xℝ. 

α. Να δείμεηε φηη ε f είλαη ―1 – 1‖.           Μνλάδεο 7  

Γηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο 

Σην Παξάδεηγκα 1 δψζακε κηα έκκεζε απφδεημε απηήο ηεο πξφηαζεο κε απαγσγή ζε άηνπν, 

ρξεζηκνπνηψληαο ην ζεψξεκα Rolle. Γηα λα ηνλίζνπκε αθφκε πεξηζζφηεξν ηηο κεγάιεο 

απνδεηθηηθέο δπλαηφηεηεο ησλ «ππαξμηαθψλ» ζεσξεκάησλ, ζα δψζνπκε θαη κηα άκεζε 

απφδεημε ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο 1 – 1: 

Γηα θάζε x
1
, x

2
ℝ κε x

1
x

2
 ηζρχεη    1 2f x f x  

Δπεηδή ην δεδνκέλν ηεο πξφηαζεο αλαθέξεηαη ζε ηδηφηεηα ησλ ηηκψλ ηεο παξαγψγνπ θαη ην 

δεηνχκελν ζε ηδηφηεηα ησλ ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο, πξνζθέξεηαη κεζνδνινγηθά ε αμηνπνίεζε 

ηνπ ζεσξήκαηνο Μέζεο Τηκήο ηνπ νπνίνπ νη πξνυπνζέζεηο ηζρχνπλ ζηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε ζε θάζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο  1 2x ,  x . 

Απόδεημε 

Θεσξνχκε x
1
, x

2
ℝ κε x

1
x

2
 θαη εηδηθφηεξα x

1
<x

2
.  Απφ ην ζεψξεκα  κέζεο ηηκήο ηνπ 

δηαθνξηθνχ ινγηζκνχ ζπκπεξαίλνπκε φηη γηα ηε ζπλάξηεζε f ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

 1 2μ x ,  x  ηέηνην ψζηε 

   2 1

2 1

f x f x
f (μ)

x x


 


. 

Άξα, ιφγσ ηεο ππφζεζεο, ζα είλαη 
   2 1

2 1

f x f x
0

x x





 δειαδή    1 2f x f x .  

 

Δθαξκνγή 2 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε f: [α, β] ℝ  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε κε ζχλνιν ηηκψλ ην θιεηζηφ 

δηάζηεκα [1, 4] θαη f(α) = 2, f(β) = 3. Να απνδείμεηε φηη: 

α) Υπάξρνπλ  1 2x ,x α,β  ηέηνηα ψζηε    1 2f x f x 0   . 

β) Υπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  ox α,β ηέηνην ψζηε  of x 0   

γ) Ζ εμίζσζε      22xf x x 1 f x     έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (α, β). 
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δ) Υπάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα  μ α,β  ηέηνην ψζηε  
3

f μ
β α

 


. 

ε) Αλ F κηα αξρηθή ηεο f ζην [α, β] γηα ηελ νπνία ηζρχεη f(x)F(α + β – x) = 1 γηα θάζε  x α,β , 

λα απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε g(x) = F(x)F(α + β – x) είλαη ζηαζεξή θαη λα βξείηε ηνλ ηχπν 

ηεο. 

Λύζε 

α) Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β], ζα ππάξρνπλ ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα κέγηζηεο θαη 

ειάρηζηεο ηηκήο αξηζκνί  1 2x ,x α,β  ψζηε 
1f (x ) 1  θαη 

2f (x ) 4 . Οη 
1 2x , x  είλαη 

εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β], δηφηη αλ 
1x α  ή 

1x β , ηφηε    1f x f α 2   ή 

   1f x f β 3   πνπ είλαη άηνπν ζχκθσλα κε ηελ ππφζεζε. ΋κνηα θαη γηα ηελ ηηκή 
2x . 

Ζ f παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή ζην 
1x  θαη κέγηζηε ηηκή ζην 

2x  , είλαη παξαγσγίζηκε άξα 

ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Fermat ζα ηζρχεη    1 2f x f x 0   . 

β)  Έζησ φηη γηα ηνπο αξηζκνχο πνπ βξέζεθαλ ζην εξψηεκα (α) ηζρχεη 
1 2x x . 

Ζ f είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α, β] άξα θαη ζην  1 2x , x .  

Σχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Rolle ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  ox α,β  ψζηε  of x 0   

γ) Ζ εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδχλακα 

         2 22xf x x 1 f x 0 x 1 f x 0
        

 
 (1) 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε      2h x x 1 f x  ,  x α,β  

Ζ h είλαη παξαγσγίζηκε ζηα δηαζηήκαηα [α, β] θαη  1 2x , x  κε    1 2h x h x 0  . Άξα 

ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Rolle ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  1 2ξ x , x ψζηε  h ξ 0  , 

δειαδή ην ξ είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο (1).  ΋κνηα αλ 
2 1x x . 

δ) Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  1 2x , x  νπφηε ζχκθσλα κε ην Θεψξεκα Μέζεο Τηκήο ζα 

ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ    1 2μ x ,x α,β   ψζηε 

 
   2 1

2 1 2 1

f x f x 3
f μ

x x x x


  

 
 

 Δπεηδή ηζρχεη 
2 1x x β α   , ζα είλαη  

2 1

3 3
f μ

x x β α
  

 
.  ΋κνηα αλ 

2 1x x  

ε) Ηζρχεη g΄(x) = f(x)F(α + β – x) – F(x)f(α + β – x) = 0 θαη άξα ε g είλαη ζηαζεξή. 

     g x c F x F α β x c       (2) 

Απφ ηελ ππφζεζε f(x)F(α + β – x) = 1 γηα x = α θαη x = β πξνθχπηεη φηη 

     
1

f α F β 1 F β
2

     θαη      
1

f β F α 1 F α
3

     

Απφ ηελ (2) γηα x = α έρνπκε        
1

F α F α β α c F α F β c c
6

          

Άξα είλαη  
1

g x
6

 . 

3. Μεξηθέο ηειηθέο παξαηεξήζεηο θαη πξνηάζεηο 
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΋πσο δείμακε αλαιπηηθά ζην πξψην κέξνο ηεο εξγαζίαο, αμηνπνηψληαο εκπεηξηθά δεδνκέλα 

απφ ηηο επηδφζεηο ησλ καζεηψλ ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο, ε δηδαθηηθή πξφηαζε πνπ 

θαηαζέηνπκε επηρεηξεί λα αληηκεησπίζεη νξηζκέλα ζεκαληηθά πξνβιήκαηα ζρεηηθά κε ηε 

δηδαζθαιία θαη κάζεζε ηεο Αλάιπζεο. Τα πξνβιήκαηα απηά ζπλδένληαη ζε κεγάιν βαζκφ κε 

ηηο αξλεηηθέο επηδξάζεηο ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ θαη ηδηαίηεξα ηελ «αζθεζηνινγία» πνπ 

αλαπηχζζεηαη γχξσ απφ ηα ιεγφκελα «ζπλδπαζηηθά» ζέκαηα.   

Ζ πξψηε έλζηαζε πνπ κπνξεί λα δηαηππσζεί ελαληίνλ απηήο ηεο πξφηαζεο είλαη φηη 

πξνζπαζψληαο λα αληηκεησπίζνπκε ηε Σθχιια ηεο «αζθεζηνινγίαο» θηλδπλεχνπκε λα 

πέζνπκε ζηε Φάξπβδε ηεο «ζεσξεηηθνινγίαο». Ωο απάληεζε ζε απηή ηελ έλζηαζε πξέπεη 

αξρηθά λα ηνλίζνπκε φηη ε πξφηαζε επηρεηξεί λα αλαβαζκίζεη ηε δηδαζθαιία ηεο ζεσξίαο απφ 

ηελ θαηάζηαζε «ππνρείξηνπ» ηεο αζθεζηνινγίαο ζηελ νπνία έρεη πεξηέιζεη, ρσξίο λα ζέηεη 

δήηεκα αχμεζεο ηεο εμεηαζηέαο χιεο. Τν ζεκαληηθφηεξν φκσο ζηνηρείν είλαη φηη ε 

ζπζηεκαηηθή δηδαζθαιία ησλ ζεσξεηηθψλ πξνηάζεσλ ηεο Αλάιπζεο αλαδεηθλχεη φια εθείλα 

ηα κεζνδνινγηθά εξγαιεία πνπ είλαη αλαγθαία γηα ηελ αληηκεηψπηζε αθφκε θαη ησλ πην 

εμεδεηεκέλσλ αζθήζεσλ.  

Μηα δεχηεξε ελδερφκελε έλζηαζε αθνξά ηελ επάξθεηα ηνπ ρξφλνπ πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

εθαξκνγή ηεο πξφηαζεο ζηε δηδαζθαιία ηεο Αλάιπζεο. ΋πσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη, ν ρξφλνο 

γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο δηδαθηέαο/εμεηαζηέαο χιεο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ είλαη ππεξαξθεηφο, 

αθφκε θαη αλ ζπκπεξηιάβνπκε ζε απηήλ φιε ηελ «αζθεζηνινγία» θαη «κεζνδνινγία» πνπ 

ζεσξνχληαη απαξαίηεηεο γηα ηελ πξνεηνηκαζία ησλ καζεηψλ. Ζ ζπξξίθλσζε ηεο χιεο ηα 

ηειεπηαία ρξφληα έρεη νδεγήζεη ζηελ εθκεηάιιεπζε θάζε δπλαηνχ ζπλδπαζκνχ γηα ηε 

δεκηνπξγία «πξσηφηππσλ» ζεκάησλ, ηα νπνία κε ηε ζεηξά ηνπο επηβάινπλ ζηε δηδαζθαιία κηα 

αηέξκνλε ζπδήηεζε ιεπηνκεξεηψλ θαη πεξηπησζηνινγίαο. Δπνκέλσο ν ρξφλνο πνπ απαηηείηαη 

γηα ηελ πινπνίεζε ησλ πξνηεηλφκελσλ δξαζηεξηνηήησλ ζηελ ηάμε δελ απνηειεί παξά έλα 

κηθξφ ηκήκα ηνπ ππεξβνιηθνχ ρξφλνπ πνπ δηαηίζεηαη νχησο ή άιισο γηα εμάζθεζε ησλ 

καζεηψλ ζε ζέκαηα παξφκνηα κε απηά ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ. 

 

Ζ πινπνίεζε ησλ πξνεγνχκελσλ πξνηάζεσλ πνπ απεπζχλνληαη ζην ρψξν ηεο δηδαζθαιίαο δελ 

ζα είλαη απνηειεζκαηηθή ρσξίο αληίζηνηρεο παξεκβάζεηο ζηελ επηινγή ησλ ζεκάησλ ησλ 

παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ. Οη αιιαγέο ζε απηφλ ηνλ ηνκέα είλαη πην πεξίπινθεο, θαζψο 

ζπλδένληαη κε ηα «ηεξά» δεηήκαηα ηεο ιεηηνπξγηθφηεηαο θαη ηνπ αδηάβιεηνπ ησλ εμεηάζεσλ. 

Θεσξνχκε φηη έλα πξψην βήκα πξνο απηή ηελ θαηεχζπλζε κπνξεί λα είλαη ε επηκήθπλζε ηνπ 

ρξφλνπ πνπ ζπλεδξηάδεη ε επηηξνπή ζεκαηνδνηψλ (δειαδή ν «εγθιεηζκφο» ζην θηίξην ηνπ 

Υπνπξγείνπ Παηδείαο). Δίλαη πξνθαλέο φηη αθφκε θαη κηα κηθξή επέθηαζε απηνχ ηνπ ρξφλνπ, 

απφ ην θαζηεξσκέλν 12σξν ηεο πξνεγνχκελεο λχρηαο ζε έλα 24σξν πξηλ ηηο εμεηάζεηο, ζα 

βνεζήζεη ηνπο ζεκαηνδφηεο λα ζηαζκίζνπλ θαιχηεξα ηηο ζπλέπεηεο ησλ επηινγψλ ηνπο θαη ζα 

ζπκβάιεη ζηελ επηινγή πην πνηνηηθψλ ζεκάησλ.  
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