
“ΜΕΤΑ ΤΗ ΛΥΣΗ, ΤΙ;” 

ΓΔΩΡΓΗΟ΢ Σ΢ΑΠΑΚΗΓΖ΢ 

 

΢πλήζσο, κεηά ηε ιύζε ελόο Μαζεκαηηθνύ πξνβιήκαηνο ζηελ ηάμε, ν δηδάζθσλ ζπλερίδεη κε ηε 

ιύζε θαη άιισλ πξνβιεκάησλ ιίγν – πνιύ παξόκνησλ κε ην πξνεγνύκελν. Όπσο, όκσο δείρλεη ε 

εκπεηξία, ε δηδαζθαιία ηεηξηκκέλσλ νκνηόκνξθσλ πξνβιεκάησλ δελ νδεγεί ζε Μαζεκαηηθή 

γλώζε. 

Έηζη αληί λα πξνηείλνπκε πξνο ιύζε ελόο παξόκνηνπ πξνο ην πξνεγνύκελν πξόβιεκα ζα ήηαλ 

απείξσο ρξεζηκόηεξν λα πξνζπαζήζνπκε λα απαληήζνπκε καδί κε ηνπο καζεηέο εξσηήκαηα, όπσο 

ηα: 

 

 Μπνξνύκε λα βξνύκε θαη άιιεο ιύζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο; Μπνξνύκε λα ιύζνπκε ην 

πξόβιεκα ρξεζηκνπνηώληαο δηαθνξεηηθνύο θιάδνπο ησλ Μαζεκαηηθώλ; 

 Πνηα είλαη ηα αληίζηξνθα ηνπ ζεσξήκαηνο; Πνηα από απηά αιεζεύνπλ; 

 Αλ κεηαβάιινπκε ηηο ππνζέζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο πσο κεηαβάιιεηαη ην ζπκπέξαζκα; 

 ΢πζρεηίδεηαη ην πξόβιεκα καο κε άιια πνπ έρνπκε κειεηήζεη; 

 Γεληθεύεηαη ην πξόβιεκα; Πνηα άιια πξνβιήκαηα ιύλεη ε γελίθεπζε; 

 Έρεη κεραληθό αλάινγν ην πξόβιεκα; 

 Έρεη εθαξκνγή ζηελ επηζηήκε, ηελ ηερλνινγία ή ηε δσή ην πξόβιεκα καο; 

Δθαξκόδνπκε ηα πξνεγνύκελα ζην Θεώξεκα ησλ Γηρνηόκσλ.  

Μεηά από ηελ δηαηύπσζε θαη ηελ παξάζεζε ηεο απόδεημεο ηνπ Θεσξήκαηνο ησλ Γηρνηόκσλ πνπ 

πεξηέρεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν, ζέηνπκε ην πξώην εξώηεκα: 

 “Μήπωρ μποπούμε να βπούμε και άλλερ αποδείξειρ ηος θεωπήμαηορ;” 

 “Σηη πποηγούμενη απόδειξη σπηζιμοποιήζαμε όλερ ηιρ ιδιόηηηερ ηηρ δισοηόμος; Ποια είναι η 

βαζική ιδιόηηηα ηων ζημείων ηηρ δισοηόμος;” 

Ζ απάληεζε ζην εξώηεκα απηό δίλεη ηελ απόδεημε: 

Αλ  𝑑1,𝑑2 είλαη νη απνζηάζεηο ηνπ ίρλνπο Γ ηεο δηρνηόκνπ ΑΓ 

από ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, ζα 

είλαη  𝑑1 = 𝑑2, νπόηε: 

𝛦𝛢𝛣𝛥

𝛦𝛢𝛤𝛥
=

1

2
𝐴𝐵⋅𝑑1

1

2
𝛢𝛤⋅𝑑2

  1   

𝛦𝛢𝛣𝛥

𝛦𝛢𝛤𝛥
=

1
2 𝐴𝐵 ⋅ ℎ𝑎

1
2 𝛢𝛤 ⋅ ℎ𝑎

  2  

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) ζπλεπάγεηαη όηη: 
𝐴𝐵

𝐵𝛤
=

𝐵𝛥

𝛥𝛤
. 

 “Ποιο είναι ηο ζςμπέπαζμα; Τι θέλοςμε να δείξοςμε; Μια αναλογία. 

Πος ςπάπσοςν αναλογίερ; Σηα όμοια ηπίγωνα.” 

Αλ  𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝛥 θαη  𝛤𝑍 ⊥ 𝐴𝛥, ηόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΔ θαη ΑΓΕ είλαη όκνηα, 

νπόηε: 

𝐴𝐵

𝐴𝛤
=

𝐵𝐸

𝛤𝑍
=

𝐵𝛥

𝛥𝛤
 

Ζ ηειεπηαία ηζόηεηα ηζρύεη από ηελ νκνηόηεηα ησλ ηξηγώλσλ ΒΔΓ θαη ΓΕΓ. 

 

 



 “Μήπωρ μποπούμε να εθαπμόζοςμε ηη μέθοδο ηων ζκιών 

(πποβολών); 

Φέξλνπκε ηελ επζεία  𝜀 ⊥ 𝐴𝛥 ζην Α θαη ηηο πξνβνιέο Β΄ θαη Γ΄ 

ησλ Β θαη Γ αληίζηνηρα ζηελ ε. Σα νξζνγώληα ηξίγσλα ΑΒΒ΄ θαη 

ΑΓΓ΄ είλαη όκνηα νπόηε: 

𝐴𝐵

𝐴𝛤
=

𝐴𝐵′

𝐴𝛤′
=

𝐵𝛥

𝛤𝛥
 

  Ζ ηειεπηαία ηζόηεηα πξνθύπηεη από ην ζεώξεκα ηνπ 

Θαιή. 

  “Ποιο είναι ηο κςπίαπσο σαπακηηπιζηικό ηηρ ςπόθεζηρ ηος θεωπήμαηορ; Οι ίζερ γωνίερ ζηο 

Α και οι παπαπληπωμαηικέρ γωνίερ ζηο ζημείο Δ. Ποιορ κλάδορ ηων Μαθημαηικών 

αζσολείηαι με ηη μέηπηζη ηων γωνιών; Η Τπιγωνομεηπία. Τι θέλοςμε να κάνοςμε; Από ηην 

ιζόηηηα ηων γωνιών να πάποςμε μια αναλογία πλεςπών. Οπόηε θα σπηζιμοποιήζοςμε ηο 

Θεώπημα ηων Ημιηόνων.” 

Από ην Θεώξεκα ησλ Ζκηηόλσλ ζην ηξίγσλν ΑΒΓ, πξνθύπηεη: 

𝐴𝐵

𝜂𝜇𝜔
=

𝐵𝛥

𝜂𝜇𝐴1
  1  

θαη από ην ηξίγσλν ΑΓΓ, πξνθύπηεη: 

𝐴𝛤

𝜂𝜇  180𝑜−𝜔 
=

𝛥𝛤

𝜂𝜇 𝐴2
⇔

𝐴𝛤

𝜂𝜇𝜔
=

𝛥𝛤

𝜂𝜇 𝐴2
  2 . 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2), παίξλνπκε ηελ επηζπκεηή ηζόηεηα: 
𝐴𝐵

𝐴𝛤
=

𝐵𝛥

𝛥𝛤
. 

 “Υπάπσοςν ειδικέρ πεπιπηώζειρ ηος θεωπήμαηορ;” 

΢ην ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ έρνπκε:  
𝐵𝛥

𝛥𝛤
=

𝐴𝐵

𝐴𝛤
= 1, έηζη ΒΓ=ΓΓ, άξα ε 

δηρνηόκνο πνπ άγεηαη από ηελ θνξπθή ηνπ ηξηγώλνπ πξνο ηελ βάζε ηνπ 

είλαη θαη δηάκεζνο. 

 

 “Ποιο είναι ηο ανηίζηποθο ηος θεωπήμαηορ;” 

Αλ ζεκείν Γ ηεο πιεπξάο ΒΓ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ρσξίδεη ηε ΒΓ ζε κέξε αλάινγα ησλ 

πξνζθείκελσλ ζε απηή πιεπξώλ, ηόηε ε ΑΓ είλαη δηρνηόκνο. 

“Ιζσύει ηο ανηίζηποθο;” Ναη, όπσο είλαη εύθνιν λα απνδεηρζεί κε εηο άηνπνλ απαγσγή.  

 

 “Γενικεύεηαι ηο θεώπημα;” 

΢ην ζεώξεκα θεληξηθό ξόιν παίδεη ε δηρνηόκνο ΑΓ, πνπ ζρεκαηίδεη ίζεο γσλίεο κε ηηο πιεπξέο ΑΒ 

θαη ΑΓ. Μηα ελδερόκελε γελίθεπζε ηνπ ζεσξήκαηνο ζα ήηαλ ε 

ζπζρέηηζε ησλ γσληώλ ζ, θ κε ηηο πιεπξέο ΑΒ, ΑΓ θαη ηα ηκήκαηα 

ΒΓ, ΓΓ. Όπσο εύθνια βιέπνπκε από ην ζεώξεκα ησλ εκηηόλσλ 

ηζρύεη: 

𝐴𝐵

𝐴𝛤
=

𝐵𝛥 ⋅ 𝜂𝜇𝜙

𝛥𝛤 ⋅ 𝜂𝜇𝜃
 

Ζ ζρέζε απηή απνηειεί γελίθεπζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο δηρνηόκνπ 

γηαηί από απηή πξνθύπηεη ην ζεώξεκα ησλ δηρνηόκσλ γηα ζ=θ. 

 



 “Λύνει άλλα πποβλήμαηα η γενίκεςζη;” 

Πάξα πνιιά. Χαξαθηεξηζηηθή πεξίπησζε είλαη ην Θεώξεκα ηνπ Ceva: 

“Αλ Γ, Δ, Ε είλαη ζεκεία ησλ πιεπξώλ ΒΓ, ΓΑ θαη ΑΒ αληίζηνηρα ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη νη ΑΓ, 

ΒΕ θαη ΓΔ πεξλάλε από ην ίδην ζεκείν, ηόηε ηζρύεη  

𝐴𝑍

𝑍𝐵
⋅
𝐵𝛥

𝛥𝛤
⋅
𝛤𝐸

𝐸𝐴
= 1” 

Απόδειξη 

΢ην ηξίγσλν ΡΑΒ, από ηε γελίθεπζε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ δηρνηόκσλ, ηζρύεη:  

𝑃𝐴

𝑃𝐵
=

𝐴𝑍 ⋅ 𝜂𝜇𝜔

𝑍𝐵 ⋅ 𝜂𝜇𝜃
  1  

Αληίζηνηρα ζην ηξίγσλν ΡΒΓ, ηζρύεη: 

𝑃𝐵

𝑃𝛤
=

𝐵𝛥 ⋅ 𝜂𝜇𝜃

𝛥𝛤 ⋅ 𝜂𝜇𝜙
  2  

θαη ηέινο, ζην ηξίγσλν ΡΓΑ, ηζρύεη: 

𝑃𝛤

𝑃𝐴
=

𝛤𝐸 ⋅ 𝜂𝜇𝜙

𝐸𝐴 ⋅ 𝜂𝜇𝜔
  3  

Από ηνλ πνιιαπιαζηαζκό θαηά κέιε ησλ ζρέζεσλ (1), (2) θαη (3) πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 

 “Έσει  εθαπμογή ηο θεώπημα ζηην επιζηήμη και ηην ηεσνολογία;Ναι, ζηην πεπίπηωζη ηος 

κοίλος καηόπηπος. ” 

 Έζησ ζθαηξηθό θνίιν θάηνπηξν κηθξνύ αλνίγκαηνο, θέληξνπ Ο θαη θνξπθήο Κ. ΢ε ζεκείν 

Α ηνπ άμνλά ηνπ ππάξρεη κηα ζεκεηαθή πεγή θσηόο ηεο νπνίαο κηα θσηεηλή αθηίλα  

θαηεπζύλεηαη ζην ζεκείν Β ηνπ θαηόπηξνπ θαη αλαθιάηαη ζην ζεκείν Γ ηνπ άμνλα ηνπ 

θαηόπηξνπ. Αλ R είλαη ε αθηίλα ηνπ θαηόπηξνπ, α ε απόζηαζε ηεο θσηεηλήο πεγήο από ηελ 

θνξπθή Κ θαη β ε απόζηαζε ηνπ Γ από ηελ θνξπθή Κ, κε πνηα ζρέζε ζπλδένληαη ηα α, β, R; 

Από ην λόκν ηεο αλάθιαζεο νη γσλίεο θ θαη ζ ηνπ ζρήκαηνο είλαη ίζεο θαη έηζη ε ΒΟ είλαη ε  

δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΑΒΓ, άξα ζα ηζρύεη: 

𝐴𝐵

𝐵𝛤
=

𝐴𝑂

𝑂𝛤
⇔

𝐴𝐾

𝛤𝐾
=

𝐴𝑂

𝑂𝛤
 

(ιόγσ ηνπ κηθξνύ αλνίγκαηνο ηνπ θαηόπηξνπ είλαη 𝐴𝐵 ≃ 𝐴𝐾θαη 𝐵𝛤 ≃ 𝛤𝐾) 



⇔  
𝑎

𝛽
=

𝑎 − 𝑅

𝑅 − 𝛽
⇔ 𝑎𝑅 − 𝑎𝛽 = 𝑎𝛽 − 𝛽𝑅 = 𝑎𝑅 + 𝛽𝑅 = 2𝑎𝛽 ⇔

1

𝑎
+

1

𝛽
=

1

𝑅
 

 

΢ηελ εθαξκνγή απηή κπνξνύκε λα ζέζνπκε κεξηθά επηπξόζζεηα εξσηήκαηα, όπσο: 

 Αλ ε ζεκεηαθή πεγή ηνπνζεηεζεί ζην Ο ζα πξέπεη ην Γ λα ηαπηηζηεί κε ην Ο. 

Πξνθύπηεη απηό από ην λόκν 
1

𝑎
+

1

𝛽
=

1

𝑅
; Πξάγκαηη, αλ 𝐴 ≡ 𝑂, ηόηε α=R θαη ν λόκνο 

δίλεη  
1

𝛽
=

1

𝑅
⇔ 𝛽 = 𝑅 άξα  𝛤 ≡ 𝑂.        

 Αλ ε θσηεηλή πεγή βξίζθεηαη ζε πάξα πνιύ κεγάιε απόζηαζε από ην θάηνπηξν ηόηε 

ε θσηεηλή αθηίλα ΑΒ γίλεηαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα ΟΚ θαη ν λόκνο γίλεηαη  
1

𝛽
=

2

𝑅
 (αθνύ  𝑎 → +∞ , νπόηε  

1

𝑎
→ 0 )  ⇔ 𝛽 =

𝑅

2
 . Δίλαη απηό θπζηνινγηθό; 

 

 

Ναη, γηαηί ηόηε έρνπκε 𝑂𝛤 =
𝑅

2
≃ 𝛤𝐵 ⇒ 𝜏𝜌ί𝛾𝜔𝜈𝜊 𝛤𝛰𝛣 𝜄𝜎𝜊𝜎𝜅𝜀𝜆έ𝜍 ⇒ 𝛣O 𝛤 = 𝜃 αιιά  

𝜙 = 𝛣O 𝛤 (εληόο ελαιιάμ) = ζ δειαδή ηζρύεη ν λόκνο ηεο αλάθιαζεο ηνπ θσηόο. 

 Γηα εξγαζία θαη' νίθνλ κπνξνύκε λα δεηήζνπκε από ηνπο καζεηέο λα ςάμνπλ θαη άιιεο 

απνδείμεηο ή γεληθεύζεηο ζην δηαδίθηπν ή ζηε βηβιηνγξαθία, λα βξνπλ θαη άιιεο εηδηθέο 

πεξηπηώζεηο, λα εμεηάζνπλ νξηαθέο ή εθθπιηζκέλεο πεξηπηώζεηο, λα δώζνπλ ζρεκαηηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο ησλ απνδείμεσλ ηνπ ζεσξήκαηνο, λα βξνπλ δηάθνξα πξνβιήκαηα σο 

εθαξκνγέο ηνπ ζεσξήκαηνο. 

Με αλάινγν ηξόπν, κπνξνύλ λα απαληεζνύλ ηα αξρηθά εξσηήκαηα ηεο εηζήγεζεο θαη ζε 

άιια ζεσξήκαηα ζε όινπο ηνπο θιάδνπο ησλ Μαζεκαηηθώλ.  

Ζ δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθώλ  κε απηή ηελ νπηηθή γσλία, δηδάζθεη ηνπο καζεηέο πσο λα 

ζέηνπλ εξσηήκαηα, πσο λα δηεξεπλνύλ ηηο δηάθνξεο πηπρέο ελόο καζεκαηηθνύ ζέκαηνο θαη 

πξνεηνηκάδεη ην έδαθνο ησλ απξηαλώλ εξεπλεηώλ. 

 

  


